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В роботі наведені результати дослідження динамічної поведінки моделі робочого органу вібробурильної установки 
під дією поздовжнього віброударного навантаження з метою виявлення діапазонів частот збудження коливань вищого 
порядку та аналізу впливу такого збудження на стійкість. Побудовані діаграми, що відображають діапазони ударних 
частот, при яких відбувається збільшення числа напівхвиль пружної лінії стержня при різних параметрах системи. 
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Вступ. При здійсненні коливального руху стержнів, що обертаються, під час дії зовнішніх 
періодичних ударних навантажень можливий різний характер поперечних коливань в залежності 
від фізичних, геометричних та динамічних параметрів. Коливання можуть відбуватись зі 
збільшенням числа напівхвиль пружної лінії стержня (рис. 1). Задачі динаміки таких систем 
виникають при проектуванні конструкцій робочих органів вібробурильних машин. Коливальний 
рух стержнів, якими моделюється робота бурильної колони, описується складними системами 
диференціальних рівнянь з частковими похідними з урахуванням інерційних навантажень, які 
обумовлюються переносними, відносними та коріолісовими прискореннями. Експлуатація 
зазначеного обладнання здійснюється зі зміною довжини (глибини занурення робочого органу), 
що впливає на зміну значень критичних швидкостей, які в свою чергу залежать також від форми 
коливань. Через це цікавим є питання вивчення динамічної поведінки досліджуваної системи з 
метою виявлення частот віброударного впливу, при яких відбуваються згинальні коливання зі 
зростанням числа напівхвиль, а також амплітуди коливань. 

За останній час задачі динаміки коливань стержнів, що обертаються, досліджені в роботах 
багатьох авторів. Приділено багато 
уваги стержням значної довжини при 
дії поздовжніх стискаючих наванта-
жень, періодичних навантажень, 
ударних та віброударних 
навантажень. 

В монографії [1] приведені 
результати чисельних досліджень 
динамічної поведінки віброударної 
системи, яка є сильно нелінійною 
негладкою розривною динамічною 
системою. Надані результати 
спостережень багатьох цікавих явищ, 
зокрема таких, які є унікальними для 
негладких систем. Знайдені зони 
стійкого та нестійкого рухів із 
застосуванням методу продовження 
розв’язку за параметром та аналізу 

   
Рис. 1. Форми коливань стержнів при обертанні 
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мультиплікаторів Флоке. Описані розривні біфуркації, ефект гістерезису, сценарії 
квазіперіодичного переходу до хаосу, перехідний хаос, гранична криза, перехідні режими. 
Виконаний порівняльний аналіз методів моделювання удару у віброударних системах з твердим 
(жорстким) та м’яким ударом. 

Багато наукових праць присвячено вивченню динаміки роботи бурильних колон. В роботі 
[2] розглянуто задачу динамічної поведінки бурильних установок та взаємодію коливань башти, 
приводної системи та бурильної колони. Виконано аналіз механізму самозбудження коливань. 
Побудовано форми згинальних рухів конструкції бурильної колони при різних значеннях 
характерних параметрів. В роботі [3] розглянуто задачу пружного нелінійного згинального 
деформування бурильних колон у циліндричних порожнинах вертикальних надглибоких 
нафтових і газових свердловин. На основі теорії гнучких криволінійних стержнів із 
використанням спеціально обраної системи відліку побудовані нелінійні звичайні 
диференціальні рівняння, що описують контактну взаємодію труби бурильної колони зі стінкою 
свердловини. Запропоновано методику чисельного розв’язку розв’язувальних рівнянь. 
Розглянуті результати комп’ютерного моделювання. В роботі [4] на основі теорії гнучких 
криволінійних стержнів сформульовано задачу про пружну деформацію бурильних колон у 
каналах надглибоких нахилених свердловин. Вважається, що свердловина має геометричні 
недосконалості своєї осьової лінії у вигляді локалізованих спіралей. Чисельно проаналізовано 
залежність сил опору руху бурильних колон від амплітуд, кроків та місць локалізації 
геометричних недосконалостей. Проаналізовано числові результати. 

Також низка результатів досліджень, що пов’язані із вивченням динаміки бурильного 
устаткування в процесі експлуатації, представлена в роботах закордонних авторів. Так, в роботі 
[8] досліджується вплив періодичних ударних навантажень на конструктивні елементи 
бурильного устаткування при поздовжніх коливаннях. В роботі [9] досліджується динаміка 
бурильної колони під впливом великих та малих осьових ударних навантажень. У випадку 
великого ударного навантаження бурильна колона розглядається як суцільний стержень під 
ударним навантаженням падаючої маси і застосовується метод збереження енергії. Розроблено 
механічну модель, в якій бурильна колона розглядається як система під дією гармонічної сили. 
Проведено аналіз чутливості впливу розміщення генератора удару та частоти удару на динаміку 
бурильної колони. В роботі [11] в нелінійній постановці розглядається задача динаміки бура 
бурової установки з урахуванням поздовжньої періодичної сили ударної дії. Дослідження 
виконані з метою вивчення вібрацій, що виникають в з’єднувальній муфті. 

З огляду існуючих результатів дослідження цікавим залишається питання динаміки 
змодельованої системи зі спостереженням за розвитком процесу коливань у реальному часі. 
Результати такого дослідження коливального руху стержня, що моделює роботу бурильної 
колони при обертанні, після виведення його зі стану рівноваги наведені в роботі [7]. У вигляді 
поточних форм вигину у фіксований момент часу показано, що дія зосередженої на нижньому 
кінці вагомого стержня сили, яка стискує, призводить до збільшення амплітуди вигину пружної 
лінії стержня в нижній частині, в наслідок чого починає відбуватись його закручування. 

При дослідженні динаміки довгих стержнів, поперечні коливання яких можуть 
здійснюватись зі зміною числа напівхвиль, ключовим є питання, що пов’язане з впливом 
періодичних сил. В роботі [5] представлено результати чисельного дослідження впливу дії 
періодичної поздовжньої сили на поперечні коливання довгих стержнів, що обертаються. 
Коливальний рух розглянуто в просторі з урахуванням дії гіроскопічних сил та геометричної 
нелінійності стержня. Для досліджуваних об’єктів показано, що на різних швидкостях 
обертання і частотах дії ударного поздовжнього навантаження коливальний рух відбувається з 
неоднаковою поведінкою. На певних швидкостях з різною частотою дії осьового навантаження 
коливання мають встановлену періодичність і виникають із биттями, які є результатом дії 
періодичної осьової сили. В роботі [6] наведені результати дослідження впливу віброударних 
навантажень на стійкість стержня робочого органа вібробурового агрегату при бурінні 
свердловин в твердих породах ґрунту Побудовані діаграми, що відображають області стійкого 
та нестійкого руху стержня, яким моделюється робочий орган вібробурової установки, при 
різних параметрах системи. Показано, що при певних значеннях швидкостей обертань і частот 
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дії віброударного навантаження існують області нестійкого руху, при яких експлуатація 
обладнання може неминуче привести до його руйнування. 

Аналіз присутніх у літературі результатів показує, що в задачах вивчення динаміки 
стержнів, що обертаються під дією поздовжнього періодичного ударного навантаження, не 
приділено достатньої уваги виявленню діапазонів частот збудження коливань зі зміною 
кількості напівхвиль та вивченню того, як це впливає на подальшу поведінку системи. 

В даній роботі досліджується динамічна поведінка робочих органів вібробурильних 
агрегатів під дією поздовжнього ударного навантаження з метою виявлення діапазонів частот 
збудження коливань вищого порядку. Для таких об’єктів, окрім ударного навантаження, вплив 
на динамічну поведінку також оказують сили власної ваги, які мають стискальний характер, що 
обумовлюється граничними умовами вертикально розташованого стержня. 

Постановка задачі. В якості динамічної моделі робочого органу вібробурильної установки 
розглянуто вертикальний стержень довжиною l (рис. 2), на 
який діє періодичне поздовжнє ударне навантаження P(t), що 
описується функцією 1 cos 2

max( ) ( )tP t P a a    , де  – частота 
дії ударного навантаження, t – час роботи обладнання, a – 
коефіцієнт, який характеризує швидкість зростання 
величини ударної сили від 0 до Pmax. 

Стержень знаходиться під дією поздовжнього 
розподіленого навантаження власної ваги q, яке стискає, та 
обертається з кутовою швидкістю ω навколо осі O1X1 
нерухомої системи координат O1X1Y1Z1. Зі стержнем 
пов’язана рухома система координат OXYZ, що обертається 
разом з ним. Коливальний рух стержня в системі координат 
OXYZ характеризується переміщеннями y(x,t) та z(x,t) точок, 
що належать до його осі, у напрямку координатних осей OY 
та OZ відповідно. 

Коливальний рух стержня в системі координат OXYZ з 
урахуванням інерційних навантажень, розподіленої по 
довжині сили власної ваги, що стискає, поздовжнього 

ударного навантаження, описується рівняннями, які мають вигляд: 
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(1) 

де E – модуль пружності матеріалу стержня; I1(x), I2(x) – моменти інерції перетину стержня у 
взаємно перпендикулярних площинах; r – радіус інерції перетину стержня; m  – маса одиниці 
довжини стержня; 11  , 21   – головні кривини осі стержня. 

Методика дослідження. Для дослідження динаміки об’єктів, що розглядаються, 
використовується методика, описана в роботах [5, 7]. В ній моделювання коливань при 
обертанні здійснюється на основі багатократного (циклічного) розв’язку системи рівнянь 
коливального руху для кожної точки механічної системи з метою пошуку нових координат 
положення цих точок в кожний наступний момент часу t+t [10]. 

Реалізація методики здійснена за допомогою розробленої авторами комп’ютерної програми з 
графічним інтерфейсом, яка дозволяє досліджувати динаміку змодельованої системи шляхом 
обчислення і побудови у її вікні поточних форм вигину стержнів при коливанні, здійснювати 
аналіз динамічної поведінки, виявляти області стійкого та нестійкого руху, будувати діаграми цих 
областей. 

Результати. В даній роботі, використовуючи зазначену програму, здійснено дослідження 
динаміки бурильного пристрою під дією поздовжнього віброударного навантаження. 
Розглянуто роботу бурового снаряда в діапазонах швидкості обертання  до 5 c-1 з частотою дії 

 
Рис. 2. Динамічна модель системи 
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ударного навантаження =100…150 c-1. Стержень робочого органу трубчастий зовнішнім 
діаметром d = 0.146 м, товщиною стінки s= 0.008 м. 

Перед тим, як оцінити вплив зміни форм власних коливань на процес коливального руху 
досліджуваних об’єктів, варто проаналізувати залежності частот власних коливань та критичних 
швидкостей обертань від довжини стержня та кількості напівхвиль його пружної лінії. 

На рис. 3 показані залежності частот власних коливань  від довжини l – для стержнів, що не 
обертаються, а на рис. 4 – залежності критичних частот обертань  від довжини l, в діапазоні 
довжин від 20 до 40 м, для кількості напівхвиль n від 1 до 10. 

 

 
 

Рис. 3. Залежність частот власних коливань 
стержня  від його довжини 

Рис. 4. Залежність критичних частот обертань 
стержня  від його довжини 

 
При обертанні стержня частота його власних коливань  збільшується пропорційно 

збільшенню швидкості обертання , а при критичній швидкості дорівнює їй, тобто =. Як 
показують графіки, зі збільшенням довжини стержня значення частот власних коливань так 
само, як і критичних швидкостей обертань суттєво зменшуються, при цьому різниця між  (для 
стержня, що не обертається) і значенням його критичної швидкості  наближається до 0. При 
збільшенні кількості напівхвиль стержня певної довжини значення частоти його власних 
коливань та критичних частот обертань відповідно збільшуються. Це в свою чергу впливає на 
стійкість стержня, оскільки при обертанні із закритичною швидкістю амплітуда його коливань 
постійно зростає. 

На рис. 5 наведені діапазони ударних частот , при яких відбувається формування 
згинальних форм коливань стержня зі збільшенням числа напівхвиль в залежності від довжини l 
при значенні =0. Графік показує, що для стержнів меншої довжини діапазон частот ударного 
впливу , при яких відбувається зміна форм коливань зі збільшенням числа напівхвиль, значно 
менший, ніж для стержнів більшої довжини. Область таких діапазонів на діаграмі відокремлена 
двома граничними лініями і позначена сірим кольором. За межами діапазону частот для певної 
довжини стержня зміна кількості напівхвиль при коливальному русі не відбувається. При 
збільшенні довжини стержня діапазон ударних частот, при яких відбувається збудження 
коливань вищого порядку, суттєво розширюється. 

На рис. 6-8 на фоні областей стійкого та нестійкого коливального руху в залежності від 
співвідношення швидкості обертання  та частоти ударів  відображені діапазони ударних 
частот , при яких відбувається збільшення числа напівхвиль, в залежності від швидкості 
обертання  для стержнів довжиною 20 м (рис. 6), 25 м (рис. 7), 30 м (рис. 8). На діаграмах 
світло-сірим кольором відображені області нестійкого руху, білим – стійкого, області діапазонів 
ударних частот збудження хвиль на діаграмах відображені темно-сірим кольором. 
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Рис. 5. Діапазони ударних частот збудження хвиль  в 
залежності від довжини стержня l 

Рис. 6. Області динамічної стійкості та діапазони ударних 
частот збудження хвиль  в залежності від швидкості 

обертання  для стержнів довжиною l=20 м 

 
Рис. 7. Області динамічної стійкості та діапазони ударних 

частот збудження хвиль  в залежності від швидкості 
обертання  для стержнів довжиною l=25 м 

 
Рис. 8. Області динамічної стійкості та діапазони ударних 

частот збудження хвиль  в залежності від швидкості 
обертання  для стержнів довжиною l=30 м 

 
Результати показують, що зі збільшенням швидкості обертання стержня  діапазон частот  

повільно розширюється. За межами діапазону зміна числа напівхвиль при коливальному русі не 
відбувається. При збільшенні частоти обертання стержнів в області збудження відбувається не 
лише зростання кількості напівхвиль, але й збільшення амплітуди коливань, що викликає значні 
прогини стержня, внаслідок чого напруження в перерізах зростають до критичних значень, що 
неминуче призводить до руйнування, особливо це відбувається в областях нестійкого 
коливального руху, що відображено на діаграмах. 

Висновок. Отримані результати досліджень впливу поздовжніх віброударних навантажень 
на динамічну поведінку моделі робочого органу вібробурильної установки показали, що для 
стержнів різної довжини, якими моделюється робота зазначеного обладнання, існують 
діапазони частот дії поздовжнього ударного навантаження, при яких відбувається зміна форм 
поперечних коливань зі зростанням числа напівхвиль. При збільшенні довжини стержнів, а 
також при збільшенні швидкості їх обертання цей діапазон розширюється і в ньому, окрім 
зростання кількості напівхвиль, може відбуватися збільшення амплітуди коливань, інтенсивне 
зростання якої спостерігається в областях нестійкого коливального руху. 
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Лізунов П.П., Недін В.О. 
СТІЙКІСТЬ СТЕРЖНІВ, ЩО ОБЕРТАЮТЬСЯ, ПРИ ЗБУДЖЕННІ ЗГИНАЛЬНИХ КОЛИВАНЬ ВИЩОГО 
ПОРЯДКУ ПІД ЧАС ДІЇ ВІБРОУДАРНОГО НАВАНТАЖЕННЯ 

В роботі наведені результати дослідження динамічної поведінки моделі робочого органу вібробурильної установки 
під дією поздовжнього віброударного навантаження з метою виявлення діапазонів частот збудження коливань вищого 
порядку та аналізу впливу такого збудження на стійкість. Руйнування матеріалу при вібраційно-обертальному бурінні 
відбувається через спільну дію віброударних імпульсів і обертального руху, що суттєво полегшує процес буріння 
свердловин в твердих породах ґрунту. Коливання робочого органу в такому разі може здійснюватись зі зміною форм 
коливань, для яких буде змінюватися число напівхвиль та їх довжина. Через це цікавим стає питання вивчення 
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динамічної поведінки досліджуваної системи з метою виявлення частот віброударного впливу, при яких відбувається 
згинальні коливань зі зростанням числа напівхвиль. Для пошуку таких діапазонів частот дії поздовжнього ударного 
навантаження на стержень, що здійснює коливальний рух при обертанні, дослідження здійснено з використанням 
розробленого програмного забезпечення, в якому реалізована методика комп’ютерного моделювання коливального 
руху стержнів значної довжини, що обертаються, під дією поздовжніх періодичних навантажень. За допомогою 
зазначеного програмного забезпечення на фоні областей стійкого та нестійкого коливального руху в залежності від 
співвідношення швидкості обертання та частоти ударного впливу побудовані діаграми, що відображають діапазони 
ударних частот, при яких відбувається збільшення числа напівхвиль пружної лінії стержня, яким моделюється робочий 
орган вібробурильної установки, при різних параметрах системи. Відзначено, що зі збільшенням швидкості обертання 
стержнів певної довжини розширюється діапазон ударних частот при яких зростає число на півхвиль, а також може 
відбуватися збільшення амплітуди коливань, інтенсивне зростання якої відбувається в областях нестійкого 
коливального руху. Здійснено аналіз отриманих результатів та зроблено висновок про можливість експлуатації 
обладнання у певних діапазонах частот. 

Ключові слова: геометрична нелінійність, інерційні навантаження, поздовжні ударні навантаження, вібробуріння, 
форми вигину. 
 
Lizunov P.P., Nedin V.O. 
THE STABILITY OF ROTATING RODS DURING THE EXCITATION OF HIGHER-ORDER BENDING 
OSCILLATIONS UNDER THE AXIAL VIBRO-IMPACT LOAD 

The paper presents the investigation results of vibro-drilling machine’ drill-rod dynamic behavior under the action of axial 
vibro-impact load, in order to identify the frequency ranges of higher-order vibration excitation and make the analysis of the 
impact of such excitation on stability. The material destruction during the vibro-rotary drilling occurs via the complex effect of 
the vibration impulses and rotational motion. This fact significantly facilitates the drilling process of wells in hard rocks. In this 
case, the oscillations can occur with change of half-waves number which the mode of oscillations is changed. In this way, the 
task of the dynamic behavior of studying system in order to identify the frequencies of vibro-impact action at which the bending 
oscillations occurs with growth of half-wave number becomes interesting. To find such frequency ranges of axial impact load 
action on oscillating rod during rotation, the theoretical study was done by developed software, in which the technique of 
computer simulation of the oscillating motion of considerable length rotating rods under the action of axial periodic loads is 
implemented. Using this software the diagrams that show the ranges of impact frequencies in which the oscillations occurs with 
growth of half-wave number of rod elastic line were drawn for different parameters of the considered system. These diagrams 
were drawn against the background of dynamic stability fields depending on the ratio of rotation speed and impact frequency. 
The presented results show that for rods with different lengths there are ranges of frequencies of vibro-impact load at which the 
transverse oscillations occurs with growth of half-wave number. It is noted that with increasing of rotational speed for certain 
length rods the range of impact frequencies where the half-waves number is increased, expands. In this region, the oscillation 
amplitude is increases, too, with intensive growth in regions of unstable oscillations. The conclusion about the possibility of 
running the equipment in certain frequency ranges is made. 

Keywords: geometric nonlinearity, inertia forces, vibro-impact loads, vibro-drilling, bend forms. 
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