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Проведено теоретичне дослідження спектра власних частот тришарової циліндричної оболонки з дискретно-
симетричним легким, ребристим заповнювачем за наявності кільцевих тріщин. Методом скінченних елементів 
вирішується актуальна задача визначення власних частот тришарового елемента спеціальної техніки за різних 
граничних умов. Аналіз отриманих чисельних результатів дав змогу визначити характер впливу тріщин різної довжини 
на частотні спектри тришарових циліндричних оболонок з неоднорідним заповнювачем. 

Наведені частотні спектри для різних видів граничних умов. Аналіз отриманих теоретичних результатів вказує на 
те, що тріщини малих розмірів мало впливають на власну частоту конструкції. При виникненні відносно великих 
тріщин спостерігається значна зміна частотного спектру практично нової тришарової конструкції.   

Ключові слова: спектр власних частот, тришарова циліндрична оболонка, неоднорідний заповнювач, колова 
тріщина, граничні умови, скінченно-елементний метод, вплив тріщин. 

 
Вступ. Циліндричні оболонки з різними технічними особливостями широко застосовуються 

в авіа-, ракето-, суднобудуванні і багатьох інших галузях техніки і будівництва. Тому розвитку 
теорії і методів розрахунку динаміки і статики таких циліндричних елементів конструкцій 
приділяється велика увага. 

Вимоги щодо міцності і ваги, що ставляться до сучасних конструкцій, постійно підвищуються, а 
умови їх експлуатації стають все більш жорсткими. Необхідність одночасного виконання цілого 
ряду інколи суперечливих вимог призводить до ідеї розробки багатошарових конструкцій, в яких 
кожен шар виконує тільки одну або краще кілька функцій. При цьому шари можуть відрізнятися як 
за товщиною, так і за фізико-механічними властивостями, тобто пакет може бути істотно 
неоднорідним. Останнім часом створення нових конструкцій  повторного використання часто 
призводить до необхідності розробки тришарових оболонкових елементів із заповнювачем 
ускладненої геометрично-механічної структури. В результаті використання легкого заповнювача 
утворюється спеціальна тришарова структура з досить великою жорсткістю на згин при вигідному 
співвідношенні міцності і ваги. Так в роботі [2] на основі скінченно-елементної моделі 
досліджується вплив характеру зміни армування матеріалу тришарової конструкції перехідного 
відсіку космічного літального апарату на напружено-деформований стан і несучу здатність з метою 
забезпечення міцності відсіку. В статтях [12, 14, 19] досліджуються власні частоти і коливання 
сильно неоднорідних оболонок обертання. В статті [1] на основі використання скінченно-елементної 
моделі пропонуються нові підходи для дослідження міцності силових елементів конструкцій 
космічних літальних апаратів (КЛА), зокрема тришарової конструкції перехідного відсіку. В 
роботах [5, 7, 11] досліджено вплив дії розподілених і локальних імпульсних навантажень на 
тришарові циліндричні оболонкові елементи корпусів ракет. Проведено скінченно-елементне 
моделювання динаміки перехідних процесів тришарових циліндричних елементів з дискретно-
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симетричним легким армованим ребрами заповнювачем, що дає можливість правильно вибрати 
фізико-механічні параметри циліндричних корпусів конструкцій. 

При дослідженні міцності та стійкості таких оболонкових конструкцій велика увага 
приділяється експериментальним методам [3]. Так в роботі [4] наведені експериментальні 
результати досліджень деформування та міцності конструкції міжступеневого відсіку 
ракетоносія при комбінованому статичному навантаженні. Результати експерименту добре 
узгоджуються з теоретичними розрахунками методом скінченних елементів. В статті [11] 
описано багатофункціональну інформаційно-вимірювальну систему PMX-TEST для стендів і 
установок при проведенні випробувань міцності моделей та елементів конструкцій з 
композиційних матеріалів. Система забезпечує багатоканальне вимірювання деформації, тиску і 
температури. Розроблено відповідне програмне забезпечення PMX-TEST-Monitor, яке дозволяє 
відображати в цифровому і графічному вигляді експериментальні дані, здійснювати їх 
накопичення і збереження для подальшої обробки. В дослідженні [4] визначення напружено-
деформованого стану паливного баку проводилось експериментальними и числовими методами 
з використанням методу скінченних елементів. Визначені величини руйнуючих напружень і 
розташування зон руйнування паливного баку при дії комбінованого внутрішнього 
навантаження. Порівняльний аналіз теоретичних і експериментальних результатів підтвердив 
працездатність нової експериментальної методики, що дозволяє, при  проектуванні нових 
конструкцій, зменшити кількість дорогих експериментальних досліджень і замінити їх  
комп’ютерним моделюванням. В роботі [21] наведені загальні міркування по розробці  
нормативної бази залишкового ресурсу будівельних конструкцій і елементів космічної техніки, 
визначено основні методичні етапи обґрунтування їх ресурсів. При розробці норм міцності та 
основ розрахунку ресурсу доцільно використовувати сучасні методи технічної діагностики, 
зокрема методи голографічної інтерферометрії та акустичної емісії, швидкозбіжні схеми 
методів чисельних операційних розрахунків. В статті [13] побудована математична модель 
динамічного стану композитного обтічника при відділенні його від ракети, яка дозволяє 
моделювати розшарування структури склопластикового корпусу для оцінки перерозподілу 
напружено-деформованого стану. Змодельовані розшарування різного вигляду як нерегулярних 
зон композитного корпуса, так і у випадку виходу його на межу композитного елементу. В 
роботі [16] досліджені контактні напруження в шаруватих структурах. Чисельно досліджено 
напружено-деформований стан двошарового балона під дією внутрішнього тиску з локальним 
дефектом в його циліндричній частині. Багато робіт присвячено дослідженню впливу 
недосконалості циліндричних оболонок на розподіл їх динамічних характеристик [7, 8 - 10]. В 
дослідженнях [22, 23, 26] визначено вплив підкріплень циліндричних оболонок на характер їх 
власних коливань. В статті [18] експериментальним шляхом досліджені вільні коливання 
циліндричної оболонки, що містить окружну поверхневу тріщину. Результати свідчать, що 
мінімальний вплив відбувається під кутом тріщини 75°, а кругова тріщина має більший ефект, 
ніж поздовжня тріщина. Крім того, при жорстко защемлених і вільних граничних умовах 
оболонок їх власна частота зменшується, якщо тріщина розташована в середині оболонки. В 
дослідженні [20], для визначення власних частот ізотропних круглих циліндричних оболонок 
постійної та змінної товщини та еквівалентної маси використовується метод голографічної 
інтерферометрії. В роботі [25] використано цифрову голографічну віброметрію для виявлення 
дефектів і значного підвищення інтенсивності коливань і зниження вхідної акустичної 
потужності до рівнів, допустимих для безконтактного неруйнівного контролю. 

З наведеного літературного огляду слідує, що існує достатня теоретична і експериментальна 
інформація для визначення впливу дефектів різного роду на динамічні характеристики 
конструктивних елементів спеціальної техніки. Але у відкритій літературі практично відсутні 
теоретичні роботи по дослідженню впливу тріщин на динамічні характеристики тришарових 
циліндричних оболонкових елементів з неоднорідним заповнювачем. Тоді як при їх 
конструюванні необхідно володіти теоретичною і експериментальною інформацією про 
розподіл їх динамічних характеристик, зокрема, про розподіл частот та форм власних коливань. 

При багаторазовому використанні оболонкових конструкцій з’являються конкретні 
проблеми теоретичних досліджень впливу появи конструктивних тріщин різного типу на 
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динамічні характеристики тришарових циліндричних елементів з неоднорідним заповнювачем 
за різних граничних умов.  

Постановка задачі. Виконаємо дослідження власних частот відповідального елементу у 
вигляді тришарової циліндричної оболонки симетричної структури з дискретно-симетричним 
легким, армованим ребрами заповнювачем. Для цього використаємо рівняння руху такого 
елементу, яке наведене в статті [24]: 
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Ці системи рівнянь утворюються за рахунок врахування розривних коефіцієнтів «несучі 
шари оболонки - армуючі ребра». На лініях розривів в рівняннях коливань (1) величини 11
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   відповідають зусиллям і моментам, які діють на j-й дискретний елемент з боку 

несучих оболонок. При виведенні цих рівнянь використана модель, яка передбачає ідеальне 
сполучення між заповнювачем і несучими оболонками без відриву і проковзування. 

Властивості матеріалів суміжних шарів достатньо різні, тому для розрахунків власних 
частот таких оболонкових структур доцільно застосовувати метод скінченних елементів. При 
запуску і польоті такі конструктивні елементи піддаються нестаціонарним навантаженням, що 
може призвести до появи в них залишкових механічних дефектів різного роду (тріщини, 
залишкові деформації та ін.). Такі явища значно впливають на власну частоту конструкції. 

Проведемо дослідження впливу появи тріщин різного масштабу в шаруватому 
циліндричному елементі конструкції на його власні частоти за різних граничних умов.  

Розглянемо тришарову циліндричну оболонку симетричної структури з дискретно-
симетричним легким, армованим ребрами заповнювачем з наступними параметрами: 1 40L h  ; 

1 2 0,01h h  м; 1 1 10R h  ; 1 2jH h  ; 42 10jF   м2; 1 2 10
1 1 7 10jE E E    Па; 1 2

1 1 jv v v    

=0,3; 3
1 2 2,7 10j      кг/м3, де L - довжина оболонки, hi - товщини несучих шарів, R - 

радіус оболонки, Hj  - товщина легкого заповнювача (пінопласт), Fj - площа поперечного 
перетину армуючого ребра, E - модулі пружності, ν - коефіцієнти Пуассона, ρ- густина. Модуль 
пружності пінопласту 91,4 10 tE , густина 25 t кг/м3, коефіцієнт Пуассона 0,27tv  . 

Наведені дані тришарового циліндричного елементу відповідають алюмінієвому сплаву 
АМГ6. 

Відповідна задача визначення власних частот тришарового елементу розв’язується за 
допомогою скінченно-елементного методу. Створена адекватна рівнянню (1) скінченно-елементна 
модель тришарової циліндричної оболонки (рис. 1) складається із: зовнішнього несучого шару (а); 
внутрішнього несучого шару (б); армуючих ребер (в) і легкого заповнювача (г).  
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(а) (б) (в) (г) 

Рис. 1. Скінченно-елементна модель тришарової циліндричної оболонки: 
(а) – обшивка несуча внутрішня; (б) – теж саме, зовнішня; (в) – армуючі ребра; (г) – полімерний заповнювач 

 
В скінченно-елементній моделі тришарової оболонки використано тривимірний скінченний 

елемент суцільного середовища типу Solid, у формі 
восьмивузлового гексаедра (рис. 2), який по критеріям 
геометричної форми звуження і викривлення, відповідав 
вимогам забезпечення якості розрахункової сітки на 
скінченно-елементному рівні.  

У варіанті циліндричної структури без полімерного 
заповнювача кількість скінченних елементів складала у 
зовнішній несучій оболонці 9600 елементів, внутрішній – 
9600, а в армуючих ребрах – 1200. Кількість скінченних 
елементів легкого заповнювача (пінопласту) дорівнювала 
8400. Загальна кількість скінченних елементів у моделі без 
пінопласту складала 20400 елементів і налічувала 27120 
вузлів. А при наявності полімерного заповнювача такі дані 
дорівнюють: 28800 елементів і 32400 вузлів. При відповідній 

розбивці моделі забезпечується якість скінченних елементів [17]. 
При дослідженні циліндричних тришарових оболонок розглядались два типи дефектів – 

наскрізних колових тріщин в армуючих ребрах структур і три випадки їх розташування. На 
рис. 3 показано дефекти обо-
лонкових структур у вигляді 
тріщин і місця їх розташу-
вання. В першому випадку 
розглядалась структура із 
тріщиною типу 1, довжиною 
L R , яка розташовувалась 
в армуючому ребрі 5 (рис. 3,а), 
в другому – тріщиною типу 2, 
яка також знаходилась в 
армуючому ребрі 5, але її 
довжина становила 2L R . 
А в третьому випадку розгля-
далась структура з тріщинами 
типу 2, які були одночасно 
розташовувані в ребрах 4 та 5 
(рис. 3, б). В усіх трьох 
випадках дефектів досліджува-

 
Рис. 2. Просторовий скінченний 

елемент суцільного середовища типу 
Solid 

 
                  (а)                                    (б)                                              (в) 

Рис. 3. Типи колових тріщин і місця їх розташування в тришарових 
оболонках: (а) – тріщина типу 1; (б) – тріщина типу 2; (в) – структурні 

армуючі ребра 
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лися циліндричні структури при відсутності і наявності полімерного заповнювача (пінопласту) 
та при різних крайових умовах закріплення оболонкових торців.  

Числові результати. Нижче наведені результати розрахунків величин власних частот 
(табл. 1 – табл. 4) при різних закріпленнях торців оболонок. Для характерних випадків 
жорсткого затиснення без пінопласту (рис. 4) і шарнірного закріплення при наявності 
пінопласту (рис. 5) додатково наведені форми власних коливань при відповідних частотах. 

 

f1 2814.572 Гц 2791.154 Гц 2768.150 Гц 2739.683 Гц 
 

    
f10 8485.337 Гц 7777.676 Гц 7283.055 Гц 6194.944 Гц 

 

    
Рис. 4. Власні частоти і форми власних коливань при жорсткому закріплені  

торців структури без полімерного заповнювача 
 

f1 2746.031 Гц 2726.267 Гц 2705.855 Гц 2680.459 Гц 
 

    
f10 9179.904 Гц 8631.457 Гц 8029.028 Гц 7272.173 Гц 
 

   
Рис. 5. Власні частоти і форми власних коливань при шарнірному закріплені  

торців структури із полімерним заповнювачем 
 

Аналіз власних частот для випадку жорсткого затиснення торців тришарового 
циліндричного елементу без пінопласту (табл. 1) показує, що для першої власної частоти f1 
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циліндричної структури в першому випадку дефектів спостерігалось зменшення величина 
частоти на 0,83%, в другому – на 1,65% і в третьому – на 2,66% по відношенню до 
бездефектного стану структури. Для десятої частоти f10 ці зміни мали наступні значення: 8,33%; 
14,17%; 26,99%. При наявності пінопласту і аналогічному закріплені торців відсоткове 
зменшення першої власної частоти f1 мало наступні значення (табл. 2): 0,62%; 1,22%; 2,05%. А 
десятої частоти f10 – 2,66%; 4,38%; 12,45%. 

Таблиця 1 
Величини власних частот при жорсткому закріплені торців оболонки і відсутності заповнювача  

Випадки розташування кругових тріщин № Відсутність 
дефектів 1 2 3 

f1 2814.572 2791.154 2768.150 2739.683   
f2 4462.475 4412.769 4359.491 3436.575 
f3 5451.159 5410.226 5374.010 3695.302 
f4 6351.847 6044.546 5697.950 4197.750 
f5 6661.090 6198.079 5820.782 4440.893 
f6 6994.696 6520.309 6139.218 4585.354 
f7 7722.276 7024.145 6317.024 4996.184 
f8 8251.526 7140.611 6549.442 5220.456 
f9 8468.695 7573.341 7081.865 5729.307 
f10 8485.337 7777.676 7283.055 6194.944   

 
Таблиця 2 

Величини власних частот при жорсткому закріплені торців оболонки і наявності заповнювача 

Випадки розташування кругових тріщин № Відсутність 
дефектів 1 2 3 

f1 2921.205 2903.150 2885.422 2861.387  
f2 4720.158 4692.315 4665.664 4479.272 
f3 5680.269 5649.661 5620.500 5581.477 
f4 6819.084 6789.231 6749.626 6302.471 
f5 7065.785 6990.163 6919.666 6642.533 
f6 7500.758 7413.592 7331.000 7141.964 
f7 8102.151 8048.182 8001.660 7672.579 
f8 8859.841 8707.775 8613.333 7798.775 
f9 9391.226 9294.208 8991.313 8072.096 
f10 9567.655 9313.043 9148.227 8376.308  

 
Таблиця 3 

Величини власних частот при шарнірному закріплені торців оболонки і відсутності 
заповнювача 

Випадки розташування кругових тріщин № Відсутність 
дефектів 1 2 3 

f1 2566.208 2524.886 2481.586 2077.264  
f2 4304.206 4216.108 3377.079 2424.309 
f3 4977.348 4532.853 4131.227 2908.600 
f4 5537.065 4919.126 4149.436 2983.402 
f5 6103.569 5055.981 4334.799 3692.771 
f6 6367.179 5656.613 4694.492 3756.809 
f7 6575.950 6002.876 4851.047 3845.039 
f8 6936.070 6285.556 5170.966 4140.599 
f9 6990.196 6460.007 5601.339 4619.477 
f10 7287.623 6628.973 5970.408 4981.385  
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Таблиця 4  
Величини власних частот при шарнірному закріплені торців оболонки і наявності заповнювача  

Випадки розташування кругових тріщин № Відсутність 
дефектів 1 2 3 

f1 2746.031 2726.267 2705.855 2680.459  
f2 4616.208 4576.244 4536.415 4348.415 
f3 5312.591 5285.076 5257.376 5215.533 
f4 6550.184 6480.374 6391.443 5921.743 
f5 6837.833 6741.527 6661.656 6293.907 
f6 7198.128 7086.842 6969.333 6419.020 
f7 7531.633 7290.325 7071.069 6861.171 
f8 7649.621 7471.875 7416.717 6893.620 
f9 8309.874 8139.112 7644.563 7151.574 
f10 9179.904 8631.457 8029.028 7272.173 

 
При розгляді дефектів структури по відношенню до її бездефектного стану при шарнірному 

закріплені торців оболонки без пінопласту (табл. 3) в першому випадку також спостерігалось 
зменшення величини першої частоти на 1,61%, в другому – на 3,41% і в третьому – на 19,05%. А 
для десятої частоти f10 ці зміни мали наступні значення: 9,04%; 18,07%; 31,65%. При наявності 
пінопласту (табл. 4) і аналогічному закріплені торців відсоткове зменшення першої власної 
частоти f1 мало такі значення: 0,72%; 1,46%; 2,39% і десятої частоти f10 – 5,97%; 12,54%; 20,78%. 

Висновки. Досліджено вплив тріщин різної довжини на спектр власних частот тришарових 
циліндричних елементів спеціальної техніки з неоднорідним заповнювачем. Наведені частотні 
спектри для різних видів граничних умов. Для характерних випадків жорсткого затиснення без 
пінопласту і шарнірного закріплення із пінопластом додатково для візуалізації наведені форми 
відповідних власних частот. 

Аналіз розрахованих частот свідчить про те, що зміна перших власних частот за рахунок наявності 
відносно малої колової тріщини першого випадку за різних граничних умов відбувається в межах 
0,62% - 1,61%, а десятих власних частот знаходиться у діапазоні 2,66% - 9,04%. 

У другому випадку, коли довжина колової тріщини збільшуються вдвічі, діапазон змін перших 
власних частот тришарового циліндричного елементу за різних граничних умов зростає і 
розташовується в межах 1,22% - 3,41%, а десятих власних частот - 4,38% - 18,07%.  

У третьому випадку діапазон змін перших власних частот циліндричного елементу за різних 
граничних умов зростає в межах 2,05% - 19,05%, а десятих власних частот - 12,45% - 31,65%. 

Аналіз частотного спектру тришарового циліндричного елементу на присутність дефектів 
показує, що наявність тріщини у ребрі структури є фактором, який суттєво впливає на власну 
частоту такого елементу і призводить по суті до конструкційних змін цього елементу. 

Отримані теоретичні результати впливу тріщин на власні частоти тришарових циліндричних 
оболонок з неоднорідним заповнювачем узгоджуються з даними експериментальної роботи [18]. 

Виконаний аналіз отриманих чисельних результатів вказує на те, що тріщини малих розмірів 
мало впливають на власну частоту конструкції. При виникненні відносно великих тріщин 
спостерігається більш значна зміна частотного спектру практично вже нової тришарової 
конструкції. 
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Котенко К.Е., Клименко О.М., Орленко С.П.  
ВПЛИВ ДЕФЕКТІВ НА ДИНАМІЧНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ТРИШАРОВИХ ЦИЛІНДРИЧНИХ ОБОЛОНКОВИХ 
КОНСТРУКЦІЙ 

При багаторазовому використанні оболонкових конструкцій з’являються конкретні проблеми теоретичних досліджень 
впливу появи різних конструктивних тріщин на динамічні характеристики тришарових циліндричних елементів з 
неоднорідним заповнювачем за різних граничних умов. Дослідження впливу таких тріщин на динамічні характеристики 
оболонкових елементів з неоднорідним заповнювачем є досить важливими і актуальними. 

Проведено теоретичне дослідження спектра власних частот тришарової циліндричної оболонки з дискретно-симетричним 
легким, ребристим заповнювачем за наявності кільцевих тріщин. Методом скінченних елементів вирішується актуальна задача 
визначення власних частот тришарового елемента спеціальної техніки за різних граничних умов.  

При дослідженні таких циліндричних оболонок розглядались два типи дефектів – наскрізних колових тріщин в армуючих 
ребрах структур і три випадки їх розташування. Наведені частотні спектри для різних видів граничних умов. Для характерних 
випадків жорсткого затиснення без пінопласту і шарнірного закріплення із пінопластом додатково для візуалізації наведені 
форми відповідних власних частот. 

Аналіз отриманих чисельних результатів дав змогу визначити характер впливу тріщин різної довжини на частотні спектри 
тришарових циліндричних оболонок з неоднорідним заповнювачем. 
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Частотний аналіз тришарового циліндричного елементу на присутність дефектів, показав що наявність тріщини у ребрі 
структури є суттєвим фактором, що впливає на власну частоту такого елементу і призводить по суті до конструкційних змін 
цього елементу. 

Отримані теоретичні результати вказують на те, що тріщини малих розмірів мають малий вплив на власну частоту 
конструкції. При виникненні відносно великих тріщин спостерігається значна зміна частотного спектру практично нової 
тришарової конструкції.   

Ключові слова: спектр власних частот, тришарова циліндрична оболонка, неоднорідний заповнювач, колова тріщина, 
граничні умови, метод скінченних елементів, вплив тріщин. 
 
Kotenko K.E., Klymenko M.O., Orlenko S.P. 
THE INFLUENCE OF DEFECTS ON THE DYNAMIC CHARACTERISTICS OF THREE-LAYER CYLINDRICAL 
SHELL STRUCTURES  

With repeated use of shell structures, specific problems arise in theoretical studies of the influence of the appearance of various 
structural cracks on the dynamic characteristics of three-layer cylindrical elements with inhomogeneous filler under different boundary 
conditions. Studies of the influence of such cracks on the dynamic characteristics of shell elements with inhomogeneous filler are quite 
important and relevant. 

The theoretical study of the natural frequency spectrum of a three-layer cylindrical shell with a discretely symmetric light, ribbed 
filler in the presence of annular cracks has been conducted. The finite element method solves the current problem of determining the 
natural frequencies of a three-layer element of special equipment under different boundary conditions. 

When studying such cylindrical shells, two types of defects were considered - through-through circular cracks in the reinforcing ribs 
of structures and three cases of their location. Frequency spectra are given for different types of boundary conditions. For typical cases of 
rigid clamping without foam plastic and hinged fastening with foam plastic, the shapes of the corresponding natural frequencies are 
additionally given for visualization. 

The analysis of the obtained numerical results made it possible to determine the nature of the influence of cracks of different lengths 
on the frequency spectra of three-layer cylindrical shells with a inhomogeneous filler. 

Frequency analysis of a three-layer cylindrical element for the presence of defects showed that the presence of a crack in the edge of 
the structure is a significant factor affecting the natural frequency of such an element and essentially leads to structural changes in this 
element. 

The obtained theoretical results indicate that small cracks have a small influence on the natural frequency of the structure. When 
relatively large cracks occur, a significant change in the frequency spectrum of an almost new three-layer structure is observed. 

Key words: natural frequency spectrum, three-layer cylindrical shell, inhomogeneous aggregate, circular thickness, boundary 
conditions, finite element method, effect of cracks. 
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