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З використанням функції напружень Ері розроблено алгоритм визначення просторового напружено-
деформованого стану алмазного олівця для правки абразивного круга. Врахована двошарова шарувата 
структура системи зерно-зв’язка. Алгоритм враховує наступне: значення та розподіл нормального та дотичного 
навантаження прикладеного до абразивного зерна шляхом завдання їх рядами Фур’є із заданою кількість членів 
складання; умову приєднання абразивного зерна до оправи шаром матеріалу зв’язки в напряму що збігається з 
напрями радіусу-вектора для точки взаємодії круга та олівця; обмеженість переміщення зерна алмазу в 
ортогональних напрямах. Алгоритмом передбачено формування систем алгебраїчних рівнянь четвертого 
порядку, зумовлених умовою сумісного деформування шарів. Кількість систем відповідає кількості прийнятих 
членів сум в рядах Фур’є. Розв’язок систем дозволяє знайте невідомі вектори коефіцієнтів прийнятої функції 
Ері. Відомі коефіцієнти дозволяють визначити напружено-деформований стан системи «абразивне зерно-
зв’язка». Урахування напружень дозволяє на стадії розробки технології правки обирати раціональні 
геометричні та механічні параметри зв’язки.  

Ключові слова: олівець для правки абразивного круга, двошаровий композит, механічні властивості 
матеріалі, переміщення, напруження, навантаження, функція напружень Ері. 

 
Постановка проблеми. В процесі абразивної обробки стружка з поверхні виробу 

знімається дискретними абразивними зернами. Вони зношуються, руйнуються, 
руйнується зв’язка – матеріал яким вони приєднані до інструменту. В процесі 
металообробки утворюється і стружка, і металевий пил. Останній, за високої 
температури в зоні різання, спікається. Робоча поверхня шліфувального інструменту 
втрачає свою  початкову форму та різальну здатність. Відновлюють робочу поверхню 
різними інструментами, зокрема алмазними олівцями. Сили взаємодії абразивного 
інструменту та олівця впливають на рівень напружень в абразивному зерні та в матеріалі 
яким він приєднаний до оправки олівця. Циклічно змінні напруження впливають на 
витривалість абразивного зерна та матеріалу його приєднання до інструменту правлення. 
Встановлення зв’язку напружено-деформованого стану інструменту відновлення та його 
силової взаємодії з абразивним кругом актуальна науково-технічна задача. Її  розв’язання 
дозволить оптимізувати технологічний процес відновлення робочих поверхонь 
інструменту абразивної обробки металів. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. В дисертації [1] описані особливості зміни 
форми різальної поверхні спричинені температурно-силовими факторами. В роботі [2] 
для підвищення ефективності запропоновано шліфування здійснювати з додатковими 
проміжними правками. В статті [3] теоретичними і експериментальними дослідженнями 
встановлено режим алмазної правки абразивних кругів на керамічній зв’язці за мікро або 
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макроруйнування зерен. Запропоновано формули для визначення глибини правки 
шліфувальних кругів за різних форм їх спрацювання, показано, що умови алмазної 
правки впливають на стан робочої поверхні інструменту. Остання визначає якість 
механообробки поверхні, продуктивність і собівартість шліфування. В роботі [4] 
доведено що захист алмазно-гальванічного покриття алмазним мікропорошком підвищує 
стійкість роликів для правки. Доведена  можливість керованого формування робочої 
поверхні абразивного круга правкою алмазним інструментом на різних операціях 
шліфування [5]. В визначені гранично можливі глибини правки шліфувального круга 
алмазним інструментом. Встановлені закономірності руйнування абразивних зерен та 
рекомендовані методи прийняття технології правки шліфувальних кругів на різних 
операціях шліфування. Вони забезпечують підвищення якості та ефективності 
металообробки. Обґрунтовано, виготовлено зразки шліфувального інструменту, роликів з 
алмазу та кубічного нітриду бору та передано для дослідно-виробничих випробувань на 
підприємства України [6]. Дисертація [7] спрямована на підвищення ефективності 
абразивної обробки та правки. Розроблено новий підхід до визначення зносу профілю 
круга в залежності від об'ємів матеріалу, який зрізається та деформується [8]. В 
монографії [9] показана ефективність оцінювання стану абразивного зерна за відносним 
об’єм зерна, де напруження перевищують його міцність. Показано що переміщенням 
алмазного олівця за межами осьовій площині шліфувального круга можна впливати на 
похибку його профілювання [10]. 

Наведене показує що відомі дослідження охоплюють різноманітні аспекти взаємодії 
абразивного кругу та інструменту для відновлення характеристик його робочої поверхні. 
Разом з тим їх результати не дозволяють сформулювати алгоритм визначення 
напружено-деформованого стану (НДС) робочої складової алмазного олівця правлення.  

Формулювання мети статті. Метою статті є обґрунтування та формулювання 
алгоритму визначення НДС системи «алмаз-матеріал його приєднання» алмазного олівця 
правки шліфувальних кругів. 

Викладення основного матеріалу. Розглянемо алмаз та матеріал яким він приєднаний 
до інструменту як ізотропні лінійно пружні тіла призматичної форми. Вони утворюють 
двошарову систему призматичної форми. За основу призми приймаємо квадрат зі 
стороною розміром a. Квадрат розташований в площині паралельній осям координат x та 
y. Висоту алмазу позначимо h. Товщину матеріалу приєднання (зв’язки) – δ. Для 
зручності шарам надамо номери. Абразивному зерну надамо номер один, матеріалу 
зв’язки - два. Номери шарів добавимо до індексів величин що стосуються конкретних 
шарів. Віднесемо зерно з матеріалом його приєднання до прямокутної системи координат 
x-y-z. Початок осі z сумістимо з площиною взаємодії зерна та матеріалу зв’язки.  

Бічні грані зерна в інструменті правки закріплені. Приймемо що і в системи бічні грані 
не рухомі в напрямах їм ортогональним. Робоча поверхня алмазу навантажена 
нормальною P(x,y) та дотичною T(x,y) розподіленими силами. Сформулюємо наведене у 
формі наступних граничних умов: 

коли x =0   x =a u1,x=u2,x=0,        (а) 
коли y=0   y=a u1,y=u2,y=0,        (б) 
коли z=δ u2,z=0,            (в) 
коли z=-h Z1,z = P(x,y)  Z1,x= T(x,y)   Z1,y= T(x,y).  (г).                                                    (1) 
Абразивне зерно в площині z=0 з’єднано з матеріалом зв’язки. Вказане 

супроводжується рівністю переміщень та напружень – умовами сумісності 
деформування: 

коли z=0 u1,x = u2,x   u1,y = u2,y, Z1,z = Z2,z   Z1,x= Z2,x   Z1,y= Z2,y.                                    (2) 
В статті [11], з використанням рівняння узагальненого закону Гука та рівняння 

рівноваги, отримано систему вихідних диференціальних рівнянь в окремих похідних. 
Після її домноженя на спеціально підібрану функцію отримано систему редукованих 
диференціальних рівнянь. Для її розвязання використали ряди Фур’є. На нашу думку 
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задачу можна розв’язати за більш простим алгоритмом. Так просторовий НДС пружного 
тіла, за класичною лінійною теорією пружності, можна визначити скориставшись 
функцією напружень Єрі - φ. Показники такого стану в прямокутній системі координат 
визначаються наступними виразами [12]. 
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де  
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x y z
     ; ux, uy, uz – переміщення; Xx, Yy, Zz  - нормальні напруження; 

Zx, Zy – дотичні напруження; G – модуль зсуву.  
Для розв’язку поставленої задачі, приймемо наступну бігармонійну функцію 

напружень. 
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де m, n цілі числа; 2 2
,m n m n

a
  ; Amn, Bmn, Cmn, Dmn – вектори значень невідомих 

сталих коефіцієнтів. 
Кількість граничних умов перевищує кількість векторів значень невідомих 

коефіцієнтів функції (4). Звузимо поставлену задачу. Розглянемо випадок коли закони 
розподілу зовнішніх навантажень вздовж осей x та y (1 г) збігаються. Задамо їх 
добутками рядів Фур’є.  
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де mp , np , mt , nt - коефіцієнти рядів. 
До того ж приймемо, що m n m np p t t   . 
Завдання зовнішнього впливу на інструмент добутками двох конгруентних функцій 

розподілу зовнішніх навантажень вздовж осей x та y дозволяє знайти рішення для однієї 
функції. Остаточні рішення отримати як добуток визначених залежностей. 

Вказане, на цьому етапі, дозволяє просторову задачу замінити плоскою. Розв’язувати її 
в площині x-z. Абразивне зерно та матеріал приєднання його до оправки олівця 
розглянемо як ізотропні пружні тіла що утворюють двошаровий композит. Бігармонійні 
функції напружень (4) для них приймемо в наступному  вигляді. 

   ,0 ,0 ,0 ,0
, , , , ,0

1
cosm m m mz z z z

m m m m m
m

A e B e C e z D e z x
  


       

      ,           (6) 

де ω=1, 2 – номер шару матеріалу; m
m
a

  ; Aω,m, Bω,m, Cω,m, Dω,m – вектори значень 

невідомих коефіцієнтів. 
Переміщення та напруження як не залежні від координати y величини, за прийнятої 

функції (4), відповідно залежностей (3) набувають наступних форм.  
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З граничних умов (1в) та (1г) та виразів (7) маємо співвідношення окремих векторів 
коефіцієнтів. 
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
, 
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
. (8) 

З наведених співвідношень (8) визначимо значення чотирьох векторів коефіцієнтів. 
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Отримані вирази (9) скоротили кількість невідомих векторів коефіцієнтів  до чотирьох. 
Оберемо їх значення з умов (1) для змінних залежних від координати x. Для цього 
сформуємо (M-1) систем лінійних алгебраїчних рівнянь чотирма невідомими.  
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де  
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. 

Розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь четвертого порядку (10) дозволяє 
знайти невідомі значення векторів коефіцієнтів. Останні дозволяють за виразами (7) 
знайти значення показників НДС в площині x-z. Перемноживши знайдені розподіли 
показників плоского НДС абразивного зерна та зв’язки в площинах x-z з відповідними 
конгруентними показниками в площинах y-z отримаємо вирази для визначення 
показників просторового НДС зерна та матеріалу його приєднання до оправки.  

У функції напружень (6), відповідно, і у залежних від неї виразах показників НДС має 
безмежну кількість членів сум ( m  ). В практиці кількість складових сум обмежують. 
Їх кількість обирають з умови отримання достатнього рівня точності шуканого рішення.  

Загалом, сформована послідовність становить шуканий алгоритм. 
Скористаємося отриманим алгоритмом визначимо  НДС абразивного зерна та зв’язки 

алмазного олівця. Приймемо що в олівці використано абразивне зерно призматичної 
форми з основою у формі квадрата зі стороною 0,1мм та висотою 0.05 мм. Модуль його 
пружності 1000 Гпа. Модуль пружності матеріалу зв’язки на півтора порядки менший. 
Його товщина 0,25мм. Робоча поверхня абразивного зерна навантажена розподіленою 
нормальною та дотичною розподіленими силами в 1МПа. Прикладені сили в межах 
0 / 2x a  , 0 / 2y a  . Коефіцієнти рядів Фур’є (5) за таких умов визначаються 
залежностями 

 
2

,
0

2 cos
a

m m op x dx
a

   ;  
2

,
0

2 sin
a

m m ot x dx
a

   . 

Кількість складових в сумах вище отриманих виразах приймали рівною двадцяти. На 
наведених далі графіках показані розподіли показників НДС абразивного зерна та зв’язки 
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алмазного олівця. На рисунках 1 та 2 
показані розподіли нормальних та 
дотичних напружень в абразивному 
зерні по поверхням z=0 та z=-h. 

Визначені розподіли нормальних 
напружень Zz зумовлені сумісною 
дією нормальних та дотичних 
навантажень прикладених до частини 
поверхні зерна. Поверхня 1 відтворює 
характер прикладення зовнішнього 
навантаження P(xy) (5). Характер роз-
поділу нормальних напружень 
(поверхня 2) визначений сумісною 
дією дотичних та нормальних наван-
тажень. Максимум нормальних 
напружень практично вдвічі менший 
тому, що напруження перерозпо-
ділилися по перерізу площа якого 
більша за площу дії зовнішніх 
навантажень.  

Розподіли напружень нормальних 
та дотичних (поверхні 1) рисунків 1 та 
2 збігаються тому що збігаються 
розподіли дотичних та нормальних 
напружень. Водночас дотичні 
напруження практично рівномірно 
розподілені по грані абразивного 
зерна протилежній навантаженій. 

Переміщення поверхонь абразив-
ного зерна z=0 та z=-h наведені на 
рисунку 3. 

Згідно отриманих графічних 
зображень поверхонь що описують 
переміщення граней абразивного 
зерна віддалена від шліфувального 
круга грань зерна практично не 
деформується. Відповідно, практично, 
не деформується і матеріал що 
приєднує зерно до оправки 
інструменту. Згідно виконаних 
розрахунків деформації зерна в 
напрямах осей x та y безмежно малі. 

Висновки. Абразивне зерно, разом 
з матеріалом його приєднання до 
оправки олівця правлення, робочої 
поверхні абразивних кругів становить 
собою композитну систему складену з 
двох пружних тіл. В межах лінійної 
теорії пружності, з використанням 
функції напружень, з урахуванням 
довільного характеру навантаження 
робочої грані абразивного зерна, 
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1 z=-h , 2 z=0 

Рис. 1. Розподіл вздовж осей x та y нормальних 
напружень Zz по поверхням абразивного зерна 
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Рис. 2. Розподіл вздовж осей x та y дотичних напружень 
Zx по поверхням абразивного зерна 
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Рис. 3. Розподіл переміщень поверхонь абразивного зерна 
uz вздовж осей x та y 
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взаємодії з матеріалом що його приєднує до оправки олівця сформульовано алгоритм 
визначення НДС абразивного зерна з матеріалом його приєднання до оправки олівця 
правлення абразивних кругів. Встановлено наступне. Максимум напружень по грані 
робочого зерна протилежній робочій практично вдвічі менший через їх перерозподіл по 
перерізу площі більшій за площу дії зовнішніх навантажень. Дотичні напруження 
практично рівномірно розподілені по вказаній грані. Матеріал що приєднує зерно до 
оправки інструменту практично, не деформується. Урахування того що абразивне зерно 
та матеріал що його приєднує до оправки олівця деформуються сумісно, визначення їхніх 
напружено-деформованих станів методами класичної теорії пружності дозволяє вважати 
результати отримані за наведеним алгоритмом достатньо достовірними в межах 
лінійного деформування. Подальші дослідження доцільно спрямувати на визначення 
витривалості системи «абразивне зерно-зв’язка» під дією змінних циклічних 
навантажень. 
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Бельмас І.В., Білоус О.І., Танцура Г.І., Пузирецький І.С., Шабля О.І. 
ВИЗНАЧЕННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ ОЛІВЦЯ ПРАВЛЕННЯ 
ШЛІФУВАЛЬНОГО КРУГА 

З використанням функції напружень Ері, в лінійній постановці, методами класичної теорії пружності 
розроблено алгоритм аналітичного визначення напружено-деформованого стану робочої частини інструмента 
правки абразивного кругу як двошарового композитного матеріалу. Алгоритм дозволяє враховувати довільно 
розподілені нормальні та дотичні навантаження робочої поверхні абразивного зерна інструменту. Він враховує 
обмеження оправкою деформувань зерна та матеріалу що його приєднує до неї, сумісність деформування зерна 
та матеріалу його приєднання до оправки, їх механічні властивості. Розрахунки виконані за отриманим 
алгоритмом дозволили встановлено наступне. Максимальні нормальні напруження на робочій грані зерна 
перевищують відповідні напруження на протилежній грані за рахунок їх більш рівномірного розподілу. 
Дотичні напруження практично рівномірно розподілені по вказаній грані. Матеріал що приєднує зерно до 
оправки інструменту деформується, практично, рівномірно в наслідок меншого модуля пружності та меншої 
товщини у порівнянні з модулем пружності та товщиною абразивного зерна. Визначення напружено-
деформованого стану виконавчої частини олівця виправлення робочих поверхонь  шліфувальних кругів 
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абразивної обробки матеріалів дозволяє уточнити відомий механізм їх взаємодії  та підвищити ефективність 
технологічного процесу відновлення робочих поверхонь інструменту абразивної обробки металів. Урахування 
сумісного деформування абразивного зерна та матеріалу що його приєднує до оправки олівця, визначення їхніх 
напружено-деформованих станів методами класичної теорії пружності дозволяє вважати результати отримані за 
наведеним алгоритмом достатньо достовірними в межах лінійного деформування. Подальші дослідження 
доцільно спрямувати на визначення витривалості системи «абразивне зерно - зв’язка» під дією змінних 
циклічних навантажень. 

Сформульовано алгоритм визначення напружено-деформованого стану двошарової виконавчої частини 
олівця для правлення робочої поверхні шліфувального кругу абразивної обробки матеріалів. 

Ключові слова: олівець для правки абразивного круга, двошаровий композит, механічні властивості 
матеріалу, переміщення, напруження, навантаження, функція напружень Ері. 

 
Belmas I.V., Bilous O.I., Tantsura A.I., Puzyretskyi I.S., Shablia O.I. 
DETERMINATION OF THE STRESS-DEFORMED STATE OF THE GRINDING CIRCLE ADJUSTMENT 
PENCIL 

Using the Ery stress function in a linear formulation, using the methods of the classical theory of elasticity, an 
algorithm for analytically determining the stress-strain state of the working part of the abrasive wheel straightening tool 
as a two-layer composite material was developed. The algorithm allows considering arbitrarily distributed normal and 
tangential loads of the working surface of the abrasive grain of the tool. It considers the mandrel's limitation of 
deformations of the grain and the material that attaches it to it, the compatibility of the deformation of the grain and the 
material of its attachment to the mandrel, and their mechanical properties. 

Calculations performed according to the obtained algorithm allowed the following to be established. The maximum 
standard stresses on the working face of the grain exceed the corresponding stresses on the opposite face due to their 
more uniform distribution. The tangential stresses are almost uniformly distributed along the specified face. The 
material connecting the grain to the tool mandrel deforms almost uniformly due to its lower modulus of elasticity and 
smaller thickness than the abrasive grain's modulus of elasticity and thickness. Determining the stress-deformed state of 
the executive part of the pencil for correcting the working surfaces of grinding wheels for abrasive processing of 
materials makes it possible to specify the known mechanism of their interaction and increase the efficiency of the 
technological process of restoring the working surfaces of the tool for abrasive processing of metals. 

Taking into account the simultaneous deformation of the abrasive grain and the material that attaches it to the pencil 
mandrel, determining their stress-strain states using the methods of the classical theory of elasticity allows us to 
consider the results obtained by the given algorithm as sufficiently reliable within the limits of linear deformation. It is 
advisable to direct further research to determine the durability of the "abrasive grain-bond" system under variable cyclic 
loads. 

Keywords: pencil for straightening an abrasive wheel, two-layer composite, mechanical properties of the material, 
displacement, stress, load, Erie stress function. 
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Бельмас І.В., Білоус О.І., Танцура Г.І., Пузирецький І.С., Шабля О.І. Визначення напружено-деформованого 
стану олівця правлення шліфувального круга // Опір матеріалів і теорія споруд: наук.-техн. збірн. – К.: 
КНУБА, 2023. – Вип. 111. – С. 188-197. Укр. 
Сформульовано алгоритм визначення напружено-деформованого стану двошарової виконавчої частини олівця 
для правлення робочої поверхні шліфувального кругу абразивної обробки матеріалів. 
Табл. 0. Іл. 3. Бібліогр. 12 назв. 
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Belmas I.V., Bilous O.I., Tantsura A.I., Puzyretskyi I.S., Shablia O.I. Determination of the stress-deformed state of 
the grinding circle adjustment pencil // Strength of Materials and Theory of Structures: Scientific and technical 
collected articles. – K.: KNUBA, 2023. – Issue 111. – P. 188-197. 
An algorithm for determining the stress-strain state of the pencil's two-layer executive part for ruling the grinding 
wheel's working surface for abrasive processing of materials has been formulated. 
Tabl. 0. Fig. 3. Ref. 12. 
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