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В статті розглянуто чисельне дослідженняпараметричної оптимізації вимушених частот 
коливання оболонки мінімальної поверхні на трапецевидному конторі за допомогою якого 
вдалося зменшити вагу конструкції на 13.4%, перерозподілити товщину оболонки згідно 
зовнішньому навантаженню, а також побудувати 10 вимушених форм і частот коливань до і 
після оптимізаційного розрахунку. Розкриті види і типи оптимізаційного розрахунку, та 
розглянутий аналіз чутливості на відгук конструкції. 

Ключові слова: оптимізація, параметрична оптимізація, багатокритеріальна 
оптимізація, оптимізація цільові функції, змінні проектування, обмеження, оболонки 
мінімальних поверхонь, переміщення по осям X,Y,Z, вага конструкції. 

 
 
Вступ. Задачі оптимального проектування виникають при 

проектуванні конструкцій, коли інженер-конструктор намагається 
забезпечити максимальну техніко-економічну ефективність при цьому 
витримати умови: міцності, стійкості, довговічності, жорсткості, 
технологічності, тріщиностійкості, естетичних таексплуатаційних вимог, 
і багато інших умов.  

Вибір критерію оптимальності – одна із основних проблем 
оптимального проектування. Найбільш загальним критерієм, може 
слугувати вартість конструкції, в цілому від її виробництва, до вартості 
експлуатації. Але врахувати всі фактори, які впливають на вартість, 
зазвичай неможливо, на практиці частіше всього використовують більш 
прості критерії. Найбільший розвиток отримали задачі, які мають за 
критерій оптимальності вагу або об’єм конструкції при цьому 
задовольняють умови міцності, жорсткості і стійкості [1].  
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Для деяких задач умови найменшого об’єму або ваги вдається 
замінити більш простими критеріями оптимальності (критерій 
рівноміцності для статично визначених систем, або критерій найбільшої 
жорсткості при заданому об’ємі). 

В математичному співвідношенні задачі оптимального проектування є 
задачами оптимізації – пошук екстремуму (частіше всього умовного) 
цільової функції (мінімальна вартість, об’єм, вага, максимум жорсткості, 
коефіцієнт втрати міцності та багато інших) і значення параметрів, при 
яких екстремум досягається. Якщо потрібно відшукати скінчене число 
оптимальних проектів, то задача відноситься до математичного 
програмування, якщо оптимізовані параметри є функцією для одного або 
декількох змінних проектування, то задача називається варіаційною [2]. 

Варіаційні задачі можуть бути класичними (якщо додаткові умови 
відсутні, або вони мають форми рівності) і некласичними (з додатковими 
умовами формами нерівностей). 

Задачі оптимізації вирішуються також теорію оптимального 
управління. Неперервний варіант цієї теорії відноситься до варіаційного 
числення, дискретний – до математичного програмування. Багато задач 
оптимального проектування конструкцій можуть бути сформульовані в 
термінах теорії оптимального управління, і тоді для їх вирішення можна 
застосувати апарат цієї теорії – метод динамічного програмування 
(більше для дискретних задач) і принципу максимуму Л.С. Понтрягіна 
(більше для неперервних задач). 

Для однієї і тієї ж задачі оптимального проектування часто можуть 
обирати різні математичні моделі, які відносяться до різних із вказаних 
вище класів. Крім того, рішення багатьох некласичних варіаційних задач 
можливо знайти тільки методами математичного програмування за 
допомогою дискретизації. Іноді буває зручніше, навпаки, сформулювати і 
вирішувати неперервний варіант дискретної задачі [3].  

Методи вирішення задачі оптимізації можна поділити на дві великі 
групи. В одну групу входять методи, які основані на використанні 
необхідних умов екстремумів цільової функції. Наприклад, це класичні 
методи математичного аналізу для відшукування однієї або декількох 
змінних проектування, методи Ейлера, Лагранжа, Рітца, Бубнова-
Гальоркіна, для варіаційного числення, принцип максимуму Л.С. 
Понтрягіна для неперервних і дискретних задач оптимального керування. 
Другу групу складають методи математичного програмування: лінійного, 
випуклого, динамічного програмування, метод випадкового пошуку [4-5]. 

Сучасний стан оптимального проектування такий, що методи 
математичного програмування і варіаційні методи є досить важкими в 
реалізації, потребують великих об’ємів обчислення і тому досить не 
часто використовуються в інженерній практиці. Тому в ряді випадків для 
вирішення деяких задач застосовуються спеціальні методи оптимального 
проектування. Деякі із них дозволяють покращити конструкцію, а саме 
вирішення задачі часткової оптимізації (метод заданих напружень) для 
розрахунку статично невизначених систем. Так як в результаті повної 
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оптимізації по критерію найменшого об’єму, часто отримаємо досить 
складні задачі або нетехнологічні конструкції, тоді спеціальні методи 
оптимального керування можуть, в деяких практичних випадках, давати 
кращий результат, ніж інші методи оптимізації. Причина такого 
положення очевидна: при побудові математичної моделі дуже складно 
врахувати всі фактори, які впливають на ефективність конструкції, але з 
сучасним розвитком математичних моделей в параметричній оптимізації 
застосовуютьсявсе частіше такі методи [6]. 

Задачі оптимального проектування поділяються на три великі групи. 
Перша група – задачі параметричної оптимізації, в них розкривається 
оптимізація одного чи декілька параметрів, які називаються змінними 
проектування, що дає можливість мінімізувати або максимізувати цільову 
функцію. Сучасний стан параметричної оптимізації з врахування роботи 
програмних комплексів Femap with Nastran або Ansis дає можливість 
виконувати дослідження багатокритеріальної параметричної оптимізації, 
де одночасно мінімізуються або максимізуються декілька цільових 
функцій.Також такі задачі дають можливість задавати декілька обмежень 
одночасно. Друга група – топологічна оптимізація, в таких задачах 
відкидається не потрібний матеріал, де напруження по Мізесу дорівнюють 
нулю, за рахунок чого мінімізується цільова функція (наприклад вага, або 
об’єм). Третя група – оптимізація форми досліджуваного об’єкту, коли 
форма відповідає внутрішнім зусиллям (класичні задачі арочних мостів), 
на заданому контурі моделюється оболонка з найменшою площею 
(оболонки мінімальних поверхонь), а також методи прикладної геометрії, 
де для певного навантаження моделюють форму поверхні. 

Окремо хочеться зазначити, задачі де використовують одразу дві групи 
оптимального проектування для одного досліджуваного об’єкта: оптимізація 
форми і параметрична оптимізація (оболонки мінімальних поверхонь, в яких 
оптимізується одразу одна або декілька цільових функцій); оптимізація 
форми і топологічна оптимізація (оптимальна форма і топологічна 
оптимізація її решітки, а саме виконання отворів в тих місцях де напруження 
по Мізесу дорівнюють нулю); оптимізація форми арки та параметрична 
оптимізація підбору поперечного перерізу і так далі. В теорії для стержневих 
конструкцій можливі задачі, котрі можуть включати одразу три групи 
оптимізації (оптимізація форми ферми, топологічна оптимізація решітки 
ферми, для місць де напруження по Мізесу дорівнюють нулю, а також 
параметрична оптимізація підбору поперечного перерізу всіх 
конструктивних елементів ферм). Такі задачі вважаються в оптимальному 
проектуванні самого високого рівня і можливі тільки при розрахунку в 
сучасних програмних комплексах з додатковими програмними модулями, 
так як створювати окремий оптимізатор - дуже тривалий процес і виникають 
питання до його трудомісткості в цілому. 

В даній статті розглядається задача параметричної оптимізації ваги 
оболонки мінімальної поверхні на трапецевидному контурі при 
термосиловому навантаженні, де змінні проектування є товщина оболонки, а 
обмеження представлено у вигляді першої вимушеної частоти коливання. 
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Постановка задачі. Конструкція повинна мати певний запас міцності, 
це означає що навантаження, яке руйнує rP  повинно бути більшим ніж 
експлуатаційне. Це число називають коефіцієнтом безпеки: 

/ .r eq P P                                                (1) 
Під експлуатаційним навантаженням eP  розуміють найбільш 

можливу, при нормальній експлуатації,величину навантаження, 
визначену розрахунком. Руйнуючим навантаженням називається таке 
навантаження, при якому виникає граничний напружено-деформований 
стан матеріалу елементів конструкції, або споруди в цілому, при цьому 
початок руйнування відбувається за рахунок великих деформацій і 
порушується робота конструкції в цілому [7]. 

Розрахунок конструкції за двома групами граничних станів 
виконується з врахуванням фізико-механічних властивостей матеріалу, 
межи міцності bG  та межи текучості tG . Для конструкцій з 
багаторазовою повторною дією навантаження розтягу чи стиску, або 
згину, нормальні напруження які виникають при експлуатаційному 
навантаженні, не повинні перевищувати значення межі текучості, в 
іншому випадку в ній можуть виникати залишкові деформації.  

Враховуючи ці вимоги, розрахунок міцності і стійкості (визначення 
напружень міцності чи втрат стійкості) зручно виконувати для 
експлуатаційного навантаження. Визначені з розрахунку напруження 
порівнюють за допустим admG , які приймаються рівними значенню із 
двох наступних величин [8] 

,adm bG G q                                               (2) 
.adm eG G n                                               (3) 

Для конструкції, які спочатку втрачають міцність, а не стійкість, 
приймають наступні коефіцієнти безпеки q і запаси по межі текучості n: 

1.3 2.6q                                                  (4) 
1.1 1.5n    – для пластичних матеріалів, у яких діаграма розтягу 

(стиску) має дуже виражену площадку текучості; 1.0 1.5n    – для 
матеріалів, які не мають площадки текучості. 

Великі значення коефіцієнтів q і n приймають при багатократному і 
тривалому навантаженню, малі – при короткочасній дії навантаження з 
малим числом повторюваності [9]. 

Вибір коефіцієнтів q і n є важливим етапом проектування. При їх 
призначенні приймають до уваги призначення конструкції, специфіку її 
роботи, умова експлуатації, вимоги, які забезпечують надійність і 
безпеку обслуговування. Так, наприклад, для вантажопідйомних засобів з 
тривалим періодом експлуатації для забезпечення надійності і безпеки 
коефіцієнти q і n приймають досить високими 3 4q   , 2.n   

Для деталей різьбових з’єднань запаси міцності збільшується в 1.25 
разів, чим забезпечується збільшення їх міцності, по відношенню до 
міцності з’єднання деталей, в результаті чого підвищується міцність 
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цілого агрегату. Це дає можливість при експериментальному дослідженні 
виявити картину руйнування самої конструкції [10]. 

При розрахунку деталей, які виготовляються з литої сталі, коефіцієнти 
безпеки часто збільшуються в 1.25-1.4 рази, але при прогресивних 
способах виготовлення і відповідному контролю якості такого 
збільшення міцності не потрібно. 

Коефіцієнти безпеки іноді враховуються неякісно, через неточності, які 
були допущенні при визначення навантажень і напружень наближеними 
методами розрахунків. Найбільш доцільно приймати коефіцієнти безпеки 
тільки виходячи з питань надійності роботи конструкції, похибку 
розрахункових коефіцієнтів враховувати відповідним способом в 
розрахунковій схемі, і в допустимих значеннях запасів міцності, з 
подальшими уточненнями по результатам експериментального дослідження 
[11-12]. 

При роботі з матеріалом за межами пружності в ряді випадків не 
допускається використання методу розрахунку по граничним напруженням. 
В таких випадках про придатність конструкції аналізують по величині 
граничного навантаження. Під граничним навантаженням розуміється 
навантаження, при якому система не сприймає зростаюче навантаження 
(руйнуюче навантаження) або виникають настільки помітні переміщення, 
при яких конструкція перетворюється в геометрично змінювану систему, і 
порушуються її умови нормальної експлуатації. Величина граничного 
навантаження повинна бути не менше d eP qP . 

Метод розрахунку по граничним навантаженням дозволяє створити 
економічну конструкцію, так як в цьому випадку точніше встановлюються 
величини граничного навантаження, при якому вичерпується несуча 
здатність деталі або конструкції. У зв’язку з цим виявляють додаткові 
ресурси міцності, які не враховані при способі розрахунку по допустимим 
напруженням. Застосування методу обмежено, так як розрахункове 
визначення руйнівного навантаження можливо тільки найбільш простих 
конструктивних схем. Слід зазначити, що для багатьох конструктивних схем 
(стержнів, працюючі на розрив, оболонки, які знаходяться під дією 
рівномірно-розподіленого навантаження, балки двотаврового профілю, які 
працюють на згин та інші), а також конструкцій із крихких матеріалів 
розрахунок по допустимим напруженням достатньо точно визначає 
руйнуюче навантаження [14-16]. 

Чим більше коефіцієнт безпеки, чим надійніше робота деталі або 
конструкції, але збільшення запасу за рахунок великих коефіцієнтів 
безпеки веде до збільшення ваги і габаритів конструкції, що буде 
економічно не вигідно в цілому, а для деяких випадків в конструкціях 
літальних апаратів, ракетної техніки, космічної промисловості взагалі не 
допустимо. В конструкціях, що лімітовані по вазі, повинні бути 
встановлені мінімальні можливі коефіцієнти безпеки. Застосування 
низьких коефіцієнтів, як правило, завжди вимагає проведення 
експериментальної перевірки [17]. 
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Треба також відмітити, що сучасні ПК і розвиток чисельних методів  
(скінчених елементів та інших) досягли високого рівня, а коефіцієнти 
запаси, котрі є в сучасних будівельних нормам розроблялися у 80-х роках 
ХХ ст., тому вони можуть бути неактуальними. За допомогою 
оптимального проектування є можливість провести розрахунок 
конструкції, в якому буде зменшення її ваги , для того щоб в подальшому 
не будувати експериментальну модель, та одночасно знизити коефіцієнти 
запасу на той відсоток, який отримали за допомогою оптимізаційного 
розрахунку. Це дозволить економити додаткові кошти, пришвидши 
процес проектування і впровадити нову конструкцію у життя. Такий 
спосіб доцільний для великогабаритних конструкцій, коли 
експериментальна модель може коштувати значних коштів [18].  

В даній науковій статі розглядається оболонка мінімальної поверхні на 
трепецевидному контурі, для якої виконується оптимізаційний розрахунок 
і дозволяє, за допомогою методу скінчених елементів і методу оптимізації 
(градієнтного спуску), виконати точний розрахунок, що є важливою 
прикладною задачею для будівельної і прикладної механіки.  

Аналіз чутливості параметричної оптимізації для оболонки 
мінімальної поверхні на трепецевидному контуром  
В рамках аналізу чутливості обчислюються градієнти змінних 

проектування конструкції, переміщень у вигляді частинних похідних від 
цих характеристик по змінним проектуванням та товщини оболонки. 
Інформація про чутливість служить основою побудови алгоритму 
оптимального проектування методом градієнтного спуску функції цілі. 
Матриця чутливості 

; 1, ; 1,i

i

gG i n j m
X

 
    

                                   (5) 

і градієнт цільової функції  f X


 використовується для побудови 
матриці проектування, обчислення множників Лагранжа і визначення 
напрямку спуску по градієнту. Тут n – кількість змінних проектування, m 
– кількість обмежень. Крім того, при проведенні аналізу чутливості 
з’являється кількісна інформація про вплив зміни змінних проектування 
на функціювання системи [19]. 

З математичної точки зору, залежність реакцій оболонки у вигляді 
переміщень і напружень від змінних проектування є товщина 
оболонки.Такі рівняння лінійні відносно змінних станів, але якщо 
врахувати вплив змінних проектування на коефіцієнти лінійних 
операторів, рівняння стану є нелінійним відносно функціональної 
залежності змінних станів і змінних проектування. 

Аналіз чутливості реакцій конструкцій на зміну змінних проектування 
можливо провести без обчислення похідної матриці жорсткості. Для цього 
виконуємо диференціювання по і-й складовій iX  рівняння стану [20] 
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.
i i i

pz KK z
X X X

    
  

 
                                   (6) 

Цей вираз можливо перетворити до вигляду: 

.
i i i

pz KK z
X X X

    
  

 
                                    (7) 

Праву частину рівняння (7) можливо розглядати як вектор псевдо 
навантаження p


. Тоді для системи похідних переміщень вираз можна 

переписати як: 

* * *
1 2

1 2
, , , , , , ,k

n

z z zK p p p
X X X

              

  
                       (8) 

де k – кількість навантажень конструкції. 
Оскільки вирішення системи рівнянь статики можливо при багатьох 

варіантах правих частин рівняння [21], то рішення (8) формується одночасно 
з вирішенням рівняння стану методу скінченних елементів. Як 
показуютьдослідження, така схема вирішення задачі при розгляді до 100 
вантажних векторів потребує всього на 15% більше часу роботи процесору в 
порівнянні з вирішенням задачі на один вантажний вектор. Ефект 

досягається за рахунок виключення 
i

zK
X




 із виразу градієнтів цільової 

функції і обмежень. 
Матриця (8) легко обчислюється при відомій функціональній 

залежності зовнішніх навантажень від змінних проектування. Якщо 

 p X


 –вектор зовнішніх навантажень, який є постійним, то 0
i

p
X







 

; 1, ; 1, .j

i

p
P i n j m

X
 

    
                                  (9) 

Розглянемо визначення похідної 
i

zK
X




, для цього ведемо наступні 

позначення: gK  і lK  – матриця жорсткості відповідного елемента в 

загальній локальній системі координат; gz


 і lz


 – вузлові переміщення 
в локальній системі координат; T – матриця перетворення локальної 
системи координат в глобальну [22]. 

Основні співвідношення методу скінченних елементів при 
перетворенні координат: 

,T lK T K T                                              (10) 
.l gz T z 

 
                                                (11) 

Так як в якості змінних проектування прийнята товщина оболонки, то 
координати вузлів конструкції похідна gK  по X


 дорівнює: 
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.g T Tl
l l

K KT TK T T T T K
X X X X

            
    

                  (12) 

Приймаємо до уваги рівність (1.11), маємо: 

  .
T

g T l
g l l g

K KT Tz K z T K z
X X X X

              
      

  
              (13) 

Можемо показати, що 

1 1
,

iNE NE gi i
g g

i i

K
K z K z z

X X X 

                 
 

 
                      (14) 

де NE – число скінченних елементів; i
gK  – матриця жорсткості і-го 

елементу в глобальній системі координат. 

Звідси матриця K z
X
 



 може бути сформована шляхом 

обчислення вектору 
i
g i

g
K

z
X







  для кожного скінченного елементу 

конструкції і подальшої їх суми. 
Вектор llK z


 в першому складеному рівнянні (10) представляє собою 

внутрішні зусилля в елементі в локальній системі координат, які можуть 
бути визначені як 

   
0

,
l l

T T
l l l l

o
p K z B D B dx z B dx

 
         

 
 

   
            (15) 

де .lD B z   


 

Вектор l g
TK z
X
 



  із останнього члена (14) може бути отриманий 

аналогічно із визначенням внутрішніх зусиль, відповідно фіктивним 
вузловим локальним переміщенням (15). 

.l g
Tz z
X
 


 
                                            (16) 

Вектор l
l

K
z

X





  апроксимується за допомогою скінченої різниці 

шляхом перерахунку матриці lK  для малих відшкодувань змінних 

проектування iX . З урахуванням (16) знаходження вектора l
l

K
z

X





  

зводиться до ряду векторних операцій, і при малих змінах X


 дорівнює: 

   
.

l l l ll X X X
l

K z K zK
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X X


  
 

 

  
 


                            (17) 
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Таким чином, аналіз чутливості реакцій оболонки для кожного 
пластинчастого скінченного елемента до варіацій змінних проектування 
зводиться до визначення вектору K z

X
 



 , шляхом знаходження двох 

додаткових векторів внутрішніх зусиль в локальній системі координат і 
перетворення результативних векторів в загальну координатну систему. 

Визначивши чутливість z
X




 , є можливість перейти від знаходження 

чутливості внутрішніх зусиль в скінченних елементах до зміни змінних 
проектування, оскільки для реалізації алгоритму вирішення задачі 
оптимізації потрібно побудова матриці чутливості обмежень G [23].  

Чутливість обмежень на переміщення вузлів може бути також 
представлена у вигляді: 

max
2 .i i

i

g
X X
  

 
 

                                      (18) 

Чисельне дослідження параметричної оптимізації вимушених 
коливань оболонки на трапецевидному контурі при термосиловому 
навантаженні.Для виконання параметричної оптимізації вимушених 
коливань оболонки мінімальної поверхні на трапецевидному контурі 
застосовується цільова функція – вага просторової конструкції. Змінні в 
задачі параметричної оптимізації є товщина скінчених елементів від 1 до 
100 мм. Обмеження конструкції накладається на першу вимушену 
частоту коливання 0.250Гц. Такий тип задач застосовується для 
запобігання резонансу від технологічного обладнання, яке може впливати 
на власні частоти конструкції під зовнішнім навантаженням [1-2], а 
також на міцність і стійкість конструкції в цілому. Для вирішення задачі 
залучаються додаткові модулі програмного забезпечення, які пов’язані з 
основним розрахункових комплексом FemapwithNastran, вони мають 
змогу, при відомому конторі будувати оболонку мінімальної поверхні, а 
також виконувати дослідження параметричної оптимізації з різними 
цільовими функціями і обмеженнями. 

На рис 1-10 представлені вимушені частоти і форми коливання до 
параметричної оптимізації, на рис 11-20 представлені частоти і форми 
після дослідження параметричної оптимізації. Треба відмітити, що перша 
вимушена частота коливання співпадає з обмеженням 0.2500 Hz. 

На рис. 21 представлено розподіл товщини оболонки після оптимізації.  
Оболонка мінімальної поверхні на трапецевидному конторі має 912 

пластинчастих скінчених елементів і 975 вузлів, зв'язок з диском землі – 
защемленням. Процес параметричної оптимізації відбувався за 10 циклів, 
в кожному циклі від 1000 до 100 ітерацій в залежності від циклу 
оптимізації і необхідності в цілому. Початкова вага оболонки мінімальної 
поверхні становить 13500 кг листової сталі товщиною 20 мм.  
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Рис. 1. Перша форма коливання до оптимізації. 

Частота коливання  0.0956587 Hz 
Рис. 2. Друга форма коливання до 

оптимізації. Частота коливання 0.12239 Hz 

  
Рис. 3. Третя форма коливання до 

оптимізації. Частота коливання  0.219585 Hz 
Рис. 4. Четверта форма коливання до 

оптимізації. Частота коливання 0.268773 Hz 

  
Рис. 5. П’ята форма коливання до 

оптимізації. Частота коливання 0.382337 Hz 
Рис. 6. Шоста форма коливання до 

оптимізації. Частота коливання 0.407723 Hz 

  
Рис. 7. Сьома форма коливання до 

оптимізації. Частота коливання 0.455638 Hz 
Рис. 8. Восьма форма коливання до 

оптимізації. Частота коливання 0.471823 Hz 

  
Рис. 9. Дев’ята форма коливання до 

оптимізації. Частота коливання 0.578904 Hz 
Рис. 10. Десята форма коливання до 

оптимізації. Частота коливання 0.59805 Hz 
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Рис. 11. Перша форма коливання після 

оптимізації. Частота коливання 0.2500 Hz 
Рис. 12. Друга форма коливання після 

оптимізації. Частота коливання 0.251117 Hz 

  
Рис. 13. Третя форма коливання після 

оптимізації. Частота коливання 0.252205 Hz 
Рис. 14. Четверта форма коливання після 

оптимізації. Частота коливання 0.253889 Hz 

  
Рис. 15. П’ята форма коливання після 

оптимізації. Частота коливання  0.254984 Hz 
Рис. 16. Шоста форма коливання після 

оптимізації. Частота коливання 0.258432 Hz 

  
Рис. 17. Сьома форма коливання після 

оптимізації. Частота коливання 0.264453 Hz 
Рис. 18. Восьма форма коливання після 

оптимізації. Частота коливання 0.270093 Hz 

  
Рис. 19. Дев’ята форма коливання після 

оптимізації. Частота коливання 0.290542 Hz 
Рис. 20. Десята форма коливання після 

оптимізації. Частота коливання  0.296024 Hz 
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Рис 21. Товщина оболонки мінімальної поверхні на прямокутному контурі  

після оптимізації в мм 
 

Результати чисельного дослідження параметричної оптимізації 
оболонки мінімальної поверхні на трапецевидному конторі при 
термосиловому навантаженні. За допомого параметричної оптимізації 
вдалося зменшити вагу оболонки на 13.4%, що становить 1810 кг 
листової сталі. Перша вимушена частота коливання відповідає 
обмеженню оптимізаційного розрахунку. 

За допомогою нової методики авторів вдалося поєднати одночасно два 
види оптимізації: оптимізація форми у вигляді оболонки мінімальної 
поверхні на трапецевидному конторі і параметрична оптимізація 
товщини оболонки, що дає змогу розглядати задачі оптимального 
проектування комплексно. Вагомою перевагою є можливість зменшення 
коефіцієнтів запасів міцності і стійкості для проектування цієї 
конструкції. Після оптимізаційного розрахунку проведені всі перевірочні 
розрахунки на загальну міцність і стійкість, що відповідає вимогам за 
двома групами граничних станів, в подальшому інженер-конструктор має 
змогу проектувати цю конструкцію для її реалізації.   
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Іванченко Г.М., Кошевий О.О., Кошевий О.П., Григор’єва Л.О. 
ЧИСЕЛЬНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ ПАРАМЕТРИЧНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ ВИМУШЕНИХ 
ЧАСТОТ КОЛИВАННЯ ОБОЛОНКИ МІНІМАЛЬНОЇ ПОВЕРХНІ НА 
ТРАПЕЦЕВИДНОМУ КОНТУРІ ПРИ ТЕРМОСИЛОВОМУ НАВАНТАЖЕННІ 

В даній науковій роботі розглянуті різні методи і підходи до оптимального проектування 
конструкцій. Методи вирішення задачі оптимізації можна поділити на дві великі групи. В 
першу групу входять методи, які основані на використання необхідних умов екстремумів 
цільової функції.Другу групу складають методи математичного програмування: лінійного, 
випуклого, динамічного програмування, методу випадкового пошуку.В математичному 
співвідношенні задачі оптимального проектування є задачами оптимізації – пошук 
екстремуму цільової функції  і значення параметрів, при яких екстремум досягається.Вибір 
критерію оптимальності – одна із основних проблем оптимального проектування. 
Найбільший розвиток отримали задачі, які мають критерій оптимальності вагу або об’єм 
конструкції при цьому задовольняють умови міцності, жорсткості і стійкості.  

Задачі оптимального проектування поділяються також на три великі групи. Перша група 
– задачі параметричної оптимізації, в них розкривається оптимізація одного чи декількох 
параметрів, які називаються змінними проектування, що дає можливість мінімізувати або 
максимізувати цільову функцію. Друга група – топологічна оптимізація, в таких задачах 
відкидається не потрібний матеріал, де напруження по Мізесу дорівнюють нулю, за рахунок 
чого відбувається мінімізація цільової функції. Третя група – оптимізація форми 
досліджуваного об’єкту, коли форма відповідає внутрішнім зусиллям, на заданому конторі 
моделюється оболонка з найменшою площею (оболонки мінімальних поверхонь), а також 
методи прикладної геометрії, де для певного навантаження моделюють форму поверхні. 

Для виконання параметричної оптимізації вимушених коливань оболонки мінімальної 
поверхні на трапецевидному контурі застосовується цільова функція – вага просторової 
конструкції. Змінні в задачі параметричної оптимізації є товщина скінчених елементів від 1 
до 100 мм. Обмеження конструкції накладається на першу вимушену частоту коливання 
0.250 Гц. Такий тип задач застосовується для запобігання резонансу від технологічного 
обладнання, яке може впливати на власні частоти конструкції під зовнішнім 
навантаженням. 

Результати чисельного дослідження параметричної оптимізації оболонки мінімальної 
поверхні на трапецевидному конторі при термосиловому навантаженні.За допомого 
параметричної оптимізації вдалося зменшити вагу оболонки на 13.4%, що становить 1810 кг 
листової сталі. Перша вимушена частота коливання відповідає обмеженню оптимізаційного 
розрахунку. Побудовані 10 вимушених форм частот коливання оболонки до і після оптимізації, а 
також представлено розподілення товщини оболонки після оптимізаційного розрахунку.  

Ключові слова: оптимізація, параметрична оптимізація, оптимізація форми, 
топологічна оптимізація, оболонка мінімальної поверхні, цільова функція, змінні 
проектування, обмеження, ліміт, вимушена частота, вага оболонки. 
 
Ivanchenko H.M., Koshevyi O.O., Koshevyi O.P., Grigoryеva L.O. 
NUMERICAL STUDY OF THE PARAMETRIC OPTIMIZATION OF THE FORCED 
OSCILLATION FREQUENCIES OF THE SHELL OF A MINIMAL SURFACE ON A 
TRAPEZOIDAL CONTOUR UNDER THERMAL AND POWER LOADING 

This research paper discusses various methods and approaches to the optimal design of 
structures. Methods for solving the optimization problem can be divided into two large groups. 
The first group includes methods that are based on the use of the necessary conditions for the 
extremes of the objective function. The second group consists of mathematical programming 
methods: linear, convex, dynamic programming, and random search. In mathematical terms, 
optimal design problems are optimization problems - the search for an extremum of the objective 
function and the values of the parameters at which the extremum is achieved. The choice of the 
optimality criterion is one of the main problems of optimal design. The most widely developed 
problems are those that have the optimization criterion of weight or volume of the structure while 
satisfying the conditions of strength, rigidity and stability. 
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Optimal design problemsare also divided into three large groups. The first group is parametric 
optimization problems, which involve the optimization of one or more parameters, called design 
variables, to minimize or maximize the objective function. The second group is topological 
optimization, in which unnecessary material is discarded, where the Mises stress is zero, thereby 
minimizing the objective function. The third group is optimization of the shape of the object under 
study, when the shape corresponds to internal forces, the shell with the smallest area is modeled on 
a given cone (shells of minimal surfaces), as well as methods of applied geometry, where the 
surface shape is modeled for a certain load. 

To perform the parametric optimization of the forced vibrations of the shell of the minimum 
surface on a trapezoidal contour, the objective function is the weight of the spatial structure. The 
variables in the parametric optimization problem are the thickness of the finite elements from 1 to 
100 mm. The structure constraint is imposed on the first forced oscillation frequency of 0.250 Hz. 
This type of problem is used to prevent resonance from process equipment that can affect the 
natural frequencies of the structure under external load.Subject of this study is an interesting 
applied problem for construction mechanics, as it is the first time to display the application of two 
types of optimization on one research object. 

The results of a numerical study of the parametric optimization of the minimum surface shell 
on a trapezoidal cage under thermal power loading.  The parametric optimization helped to reduce 
the weight of the shell by 13.4%, which is 1810 kg of sheet steel. The first forced oscillation 
frequency meets the constraint of the optimization calculation. We constructed 10 forced vibration 
frequency shapes of the shell before and after optimization, and also presented the distribution of 
the shell thickness after the optimization calculation. 

Key words: optimization, parametric optimization, shape optimization, topological 
optimization, minimum surface hull, objective function, design variables, constraints, limit, forced 
frequency, hull weight. 
 
 
 
УДК 539.3 
Іванченко Г.М., Кошевий О.О., Кошевий О.П., Григор’єва Л.О. Чисельне дослідження 
параметричної оптимізації вимушених частот коливання оболонки мінімальної 
поверхні на трапецевидному контурі при термосиловому навантаженні // Опір 
матеріалів і теорія споруд: наук.-тех. збірник. – К.: КНУБА, 2023. – Вип. 110. – С. 430-446. 
В статті розглянуто чисельне дослідження параметричної оптимізації вимушених 
частот коливання оболонки мінімальної поверхні на трапецевидному конторі за допомогою 
якого вдалося зменшити вагу конструкції на 13.4%, перерозподілити товщину оболонки 
згідно зовнішньому навантаженню, а також побудувати 10 вимушених форм і частот 
коливань до і після оптимізаційного розрахунку. 
Таб. 0. Іл. 11. Бібліогр. 23 назв 
 
 
UDS 539.3  
Ivanchenko H.M., Koshevyi O.O., Koshevyi O.P., Grigoryеva L.O. Numerical study of the 
parametric optimization of the forced oscillation frequencies of the shell of a minimal surface 
on a trapezoidal contour under thermal and power loading // Strength of Materials and Theory 
of Structures: Scientific-and-technical collected articles – Kyiv: KNUBA, 2023. – Issue 110. – P. 
430-446. 
The paper deals with a numerical study of the parametric optimization of the forced vibration 
frequencies, of the shell of a minimal surface on a trapezoidal cantilever.Which allowed, to reduce 
the weight of the structure by 13.4%, redistribute, the shell thickness according.To the external 
load, and construct 10 forced vibration shapes and frequencies before and after the optimization 
calculation. 
Tabl. 0. Il. 11. Ref. 23. 
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