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Розглядається різницева схема, відома як модифікований метод центральних різниць. 

Показано зведення методу інтегрування Ньюмарка до розглядуванної різницевої схеми. 
Описано континуальний та дискретний варіанти дослідження стійкості різницевих схем. 

Ключові слова: різницева схема, стійкість різницевої схеми, модифікований метод 
центральних різниць, метод Ньюмарка. 
 

Вступ. Для розв’язання динамічних задач в програмному комплексі 
ЛІРА 10.12 використовується різницева схема, відома як модифікований 
метод центральних різниць. Метою розв'язання динамічних задач є 
отримання хорошого наближення дійсної динамічної реакції даної 
конструкції – це питання умов збіжності різницевої схеми, що 
використовується при чисельному інтегруванні рівнянь руху. 

Рішення U  лінійної динамічної задачі при всіх можливих 
переміщеннях V  задовольняє відношенню рівності 

( , ) ( , ) ( , ) ( )b U V c U V a U V q V    ,                        (1) 
де ),( VUa , ),( VUb , ),( VUc  – симетричні позитивно визначені білінійні 
функціонали можливих робіт внутрішніх і інерційних сил і сил опору 
руху, вони відповідають матрицями жорсткості, мас і демпфірування, 

)(Vq  – лінійний функціонал можливої роботи зовнішніх сил. 
Переміщення і зовнішні сили залежать від часу t , штрихами 
позначається диференціювання по t . Додаються початкові умови 

0)0( UU  , 1)0( UU  .                                   (2) 
Після апроксимації по просторовим змінним (зазвичай застосовується 

метод скінчених елементів) отримуємо з (1) систему звичайних 
диференціальних рівнянь 

fKUUCUM  ,                                    (3) 



ISSN2410-2547 
Опір матеріалів і теорія споруд/StrengthofMaterialsandTheoryofStructures. 2021. № 107 

 

 

134 

де K , M , C  – матриці жорсткості, мас і демпфірування, f – зовнішні 
сили. 

Позначимо  – крок за часом 
 ntn , )( nn tUU  , 

nnn UUU  1 ,  /nnU  , 
  2/))()((2/)( 111 UUUUU nnnnn    , 

2
11 /)2(    nnnn UUUU , 

11 )21()(   nnnn UUUU  , 2/10  . 
Різницеву схему модифікованого методу центральних різниць 

отримуємо з (1) або (3), замінивши значення функцій і похідних в точках 
nt  відповідними різницевими відношеннями [1]: 

)(),)((),(),( VqVUaVUcVUb nnnn   ,   (4) 

nnnn fUKUCUM  )( .     (5) 
Початкові умови отримуємо з (2): 

0
0 UU  , 10

1 UUU  .      (6) 
У 1959 році в [2] запропонована схема, відома як метод Ньюмарка: 

))2/1(( 1
2

1   nnnnn UUUUU  , 2/10  ,  (7) 
))1(( 11   nnnn UUUU  , 10  ,    (8) 

1111   nnnn fKUUCUM .      (9) 
Схема (7) – (9) при 2/1 приведена в [3] до схеми (5). Рівняння (9) 

записується тричі, для 1n , n  та 1n , а (7) і (8) – двічі, для 1n  та n . З 
отриманих семи рівнянь виключаються шість невідомих, перші і другі 
похідні, і виходить (5).  

Умовами збіжності різницевої схеми є [4] апроксимація і стійкість. 
Застосувавши розкладання Тейлора, отримаємо, що різницеві відношення 

Un , Un , Un )(  (і тільки вони) апроксимують )( ntU  , )( ntU  , )( ntU  

з похибкою, пропорційною 2 . Таким чином, похибка апроксимації 
методу Ньюмарка пропорційна 2  тільки при 2/1 . 

Методи дослідження стійкості різницевих схем проілюструємо на 
рівнянні (1). Дотримуючись [1, 4-7], покладемо UV   і застосуємо 
очевидні рівності 

),(2/),((/ UUbUUbdtd  , 
),(2/),((/ UUaUUadtd  .                                  (10) 

Позначимо 2/)),(),(()( UUaUUbUI  , застосуємо в правій частині 
нерівність Коші і проінтегруємо отриману нерівність. Тоді 

 
T

KdttUIKTUI
0

10 ))(())(( ,                               (11) 
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де 10 , KK  додатні константи. З леми Гронуолла [6, 7] випливає 
обмеженість )(UI . 

Аналогічно, покладемо в (4) UV n , застосуємо очевидні рівності 
)2/()),(),((),( 11    UUbUUbUUb nnnnnn ,             (12) 




1 1 1 1

1 1

( ( ) , ) ( , ) ( , )

(1 2 )( ( , ) ( , )) / (4 )
n n n n n n

n n n n

a U U a U U a U U

a U U a U U

  

     
   

 

  

   
                 (13) 

і складемо отримані рівності від 0n  до Nn  . Застосувавши 
нерівність Коші і справедливу при 2/14/1   нерівність 

0),,()21(),(),( 11  UUaUUaUUa nnnnnn  , 
отримаємо аналогічну (11) нерівність (заміна інтеграла на суму). Тоді 
стійкість схеми (5), тобто обмеженість )( nUI  при 2/14/1   випливає 
з дискретного варіанту леми Гронуолла [1, 4]. 

Інші докази стійкості схеми (5) наведені в [3] та [8]. 
Відзначимо на завершення, що в програмному комплексі ЛІРА 10.12 

схема (5) застосовується при 2/1 . У цьому випадку другий доданок в 
правій частині (13) дорівнює нулю, доказ стійкості спрощується. 

Висновки. Безумовна практична працездатність модифікованого 
методу центральних різниць і простота посилок, що лежать в його основі 
дозволяють успішно застосовувати його до широкого кола динамічних 
задач. 
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Євзеров І.Д., Гераймович Ю.Д., Марченко Д.В., Ремньов В.Г. 
РІЗНИЦЕВІ СХЕМИ ДЛЯ ЗАДАЧ ДИНАМІКИ 

Для розв’язання динамічних задач в програмному комплексі ЛІРА 10.12 
використовується різницева схема, відома як модифікований метод центральних різниць. 
Метою розв'язання динамічних задач є отримання хорошого наближення дійсної динамічної 
реакції даної конструкції – це питання умов збіжності різницевої схеми, що 
використовується при чисельному інтегруванні рівнянь руху.  
Рішення U  лінійної динамічної задачі при всіх можливих переміщеннях V  задовольняє 
відношенню рівності 

)(),(),(),( VqVUaVUcVUb  , 
),( VUa , ),( VUb , ),( VUc  – симетричні позитивно визначені білінійні функціонали 

можливих робіт внутрішніх і інерційних сил і сил опору руху, вони відповідають 
матрицями жорсткості, мас і демпфірування, )(Vq  – лінійний функціонал можливої роботи 
зовнішніх сил. Після апроксимації по просторовим змінним (зазвичай застосовується метод 
скінчених елементів) отримуємо систему звичайних диференціальних рівнянь 

fKUUCUM  , 
K , M , C  – матриці жорсткості, мас і демпфірування, f – зовнішні сили. 

Різницеву схему модифікованого методу центральних різниць отримуємо, замінивши 
значення функцій і похідних відповідними різницевими відношеннями. Різницеві 
відношення, що застосовуються в модифікованому методі центральних різниць, 
апроксимують прискорення )( ntU  , швидкості )( ntU   та переміщення )( ntU  з похибкою, 
пропорційною квадрату кроку за часом. 

Умовами збіжності різницевої схеми є апроксимація і стійкість. Для дослідження 
стійкості різницевих схем покладемо UV   і застосуємо очевидні рівності 

),(2/),((/ UUbUUbdtd  , 
),(2/),((/ UUaUUadtd  . 

Позначимо 2/)),(),(()( UUaUUbUI  , застосуємо в правій частині нерівність Коші і 
проінтегруємо отриману нерівність. Тоді 

 
T

KdttUIKTUI
0

10 ))(())(( , 

де 10 , KK  додатні константи. З леми Гронуолла випливає обмеженість )(UI . Крім 
континуального варіанта дослідження стійкості різницевих схем розглянуто і дискретний. 

Безумовна практична працездатність модифікованого методу центральних різниць і 
простота посилок, що лежать в його основі дозволяють успішно застосовувати його до 
широкого кола динамічних задач. 

Ключові слова: різницева схема, стійкість різницевої схеми, модифікований метод 
центральних різниць, метод Ньюмарка. 
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Yevzerov I.D., Heraimovych Yu.D., Marchenko D.V., Remnev V.G. 
DIFFERENCE SCHEMES FOR DYNAMICS PROBLEMS 

To solve dynamics problems in the LIRA 10.12 software package, the difference scheme is 
used, known as modified central difference method. The goal of dynamic problems solving is to 
get a good approximation of actual dynamic response of a given structure. It's a matter of 
convergence conditions of the difference scheme used in numerical integration of motion 
equations. 

The solution U of the linear dynamic problem for all possible displacements V  satisfies the 
equations 

)(),(),(),( VqVUaVUcVUb  , 
),( VUa , ),( VUb , ),( VUc  – symmetric positive-definite bilinear functionals of possible work of 

the internal and inertial forces and motion resistance forces, they correspond to stiffness matrices, 
mass and damping matrices, )(Vq  – linear functional of possible work of the external forces.  
After approximation in spatial variables (usually the finite element method is applied) we obtain 
the system of ordinary differential equations 

fKUUCUM  , 
K , M , C  – stiffness matrices, mass and damping matrices, f – external forces. 

Difference scheme of modified central difference method we obtain by replacing the values of 
functions and derivatives with corresponding difference relations. Difference relations, which are 
applied in modified central difference method, approximate accelerations )( ntU  , velocities 

)( ntU   and displacements )( ntU  with an error proportional to the square of the time step. 
Approximation and stability are the convergence conditions of the difference scheme. To 

study the stability of difference schemes, we assume that UV   and apply the obvious equations 
),(2/),((/ UUbUUbdtd  , 

),(2/),((/ UUaUUadtd  . 
Let us denote 2/)),(),(()( UUaUUbUI  , apply the Cauchy inequality on the right-hand 

side and integrate the resulting inequality. Then 

 
T

KdttUIKTUI
0

10 ))(())(( , 

where 10 , KK  are positive constants. The boundedness )(UI follows from the Gronwall's lemma. 
In addition to the continual version of study of the difference schemes stability, the discrete 
version is also considered. 

Unconditional practical efficiency of the modified central difference method and the 
simplicity of its underlying principles allow it to be successfully applied to a wide range of 
dynamic problems. 

Keywords: difference scheme, stability of difference scheme, modified central difference 
method, Newmark's method. 
 
 
Евзеров И.Д., Гераймович Ю.Д., Марченко Д.В., Ремнев В.Г. 
РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ ЗАДАЧ ДИНАМИКИ 

Для решения динамических задач в программном комплексе ЛИРА 10.12 используется 
разностная схема, известная как модифицированный метод центральных разностей. Целью 
решения динамических задач является получение хорошего приближения действительной 
динамической реакции данной конструкции - это вопрос условий сходимости разностной 
схемы, используемой при численном интегрировании уравнений движения. 

Решение U  линейной динамической задачи при всех возможных перемещениях V  
удовлетворяет равенствам 

)(),(),(),( VqVUaVUcVUb  , 
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),( VUa , ),( VUb , ),( VUc  – симметричные положительно определённые билинейные 
функционалы возможных работ внутренних и инерционных сил и сил сопротивления 
движению, они соответствуют матрицам жесткости, масс и демпфирования, )(Vq  – 
линейный функционал возможной работы внешних сил.  
После аппроксимации по пространственным переменным (обычно применяется метод 
конечных элементов) получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений 

fKUUCUM  , 
K , M , C  – матрицы жесткости, масс и демпфирования, f – внешние силы. 

Разностную схему модифицированного метода центральных разностей получаем, 
заменив значения функций и производных соответствующими разностными отношениями. 
Разностные отношения, которые применяются в модифицированном методе центральных 
разностей, аппроксимируют ускорения )( ntU  , скорости )( ntU   и перемещения )( ntU  с 
погрешностью, пропорциональной квадрату шага по времени. 

Условиями сходимости разностной схемы являются аппроксимация и устойчивость. 
Для исследования устойчивости разностных схем положим UV   и применим очевидные 
равенства 

),(2/),((/ UUbUUbdtd  , 
),(2/),((/ UUaUUadtd  . 

Обозначим 2/)),(),(()( UUaUUbUI  , применим в правой части неравенство Коши 
и проинтегрируем полученное неравенство. Тогда 

 
T

KdttUIKTUI
0

10 ))(())(( , 

где 10 , KK  положительные константы. Из леммы Гронуолла следует ограниченность 
)(UI . Кроме континуального варианта исследования устойчивости разностных схем 

рассмотрен и дискретный. 
Безусловная практическая работоспособность модифицированного метода центральных 

разностей и простота лежащих в его основе посылок позволяют успешно применять его к 
широкому кругу динамических задач. 

Ключевые слова: разностная схема, устойчивость разностной схемы, 
модифицированный метод центральных разностей, метод Ньюмарка. 
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